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摘 要

摘 要

洛瓦兹局部引理，也简称局部引理，是组合数学和概率论中一种强有力的工

具，它可以用来证明，当一系列“坏事件”满足一定的概率约束和“弱相关”约束

时，可以同时避开所有的坏事件。在最近十年，局部引理因为算法化方面的工作

以及向量子领域的扩展，又重新得到了理论计算机界的大量关注。目前领域内存

在着不同版本的局部引理，主要有抽象版本，变量版本，对易版本和量子版本。

这些局部引理有各自的应用。抽象版本局部引理是最经典的局部引理，Shearer

首先给出了抽象版本局部引理的紧的条件。变量版本局部引理假设事件由一系

列独立的随机变量决定，尽管变量版本局部引理涵盖了局部引理的绝大多数应

用，但人们对变量版本局部引理的紧的条件却知之甚少。2009年，Ambainis等

人引入了量子版本局部引理，该引理是研究量子可满足性问题的强有力工具。量

子版本局部引理的紧的条件也是未知的。还有人研究对易版本局部引理，相关研

究主要集中在对易版本局部引理的算法化上，目前还没有对其紧的条件的研究。

第一，我们从数学上刻画了变量版本局部引理紧的条件，并证明了变量版本

局部引理同抽象版本是不同的，解决了 Szegedy提出的开放问题。基于该条件，

我们得到了两类很重要的事件-变量图，即树和圈的边界刻画，这是变量版本局

部引理的边界首次在某类非平凡的二部图上被刻画清楚。我们还给出了变量版

本局部引理同抽象版本有差异的充分必要条件。基于这一条件，我们得到了很多

变量版本与抽象版本有差异与无差异的例子。

第二，我们证明了 Shearer条件对量子版本局部引理是紧的，即最小的未被

覆盖的子空间的相对维度完全由独立集多项式刻画。从而解决了 Sattath等人的

猜想，证明了 Gilyen和 Sattath的算法是紧的，同时还揭示了在 qudit维度足够大

时几乎所有局域哈密尔顿量的量子可满足性问题都由晶格气模型的配分函数刻

画。

第三，我们证明了对易版本局部引理同量子版本（或抽象版本）是不同的。

同时，我们还给出了在给定 qudit维数的情况下，树的对易版本局部引理紧的条

件。该结果意味着，对于对易的局域哈密尔顿量，原则上可以设计出在 Shearer

界之外依然高效的算法。

关键词：变量版本洛瓦兹局部引理，量子版本洛瓦兹局部引理，对易版本洛瓦兹
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Abstract

Abstract

Lovász Local Lemma (LLL) is a very powerful tool in combinatorics and proba-

bility theory to show the possibility of avoiding all “bad” events under some “weakly

dependent” condition. Over the last decades, the algorithmic aspect of LLL has attracted

lots of attention in theoretical computer science. A tight criterion under which the ab-

stract version LLL (ALLL) holds was given by Shearer. However, little is known about

that of the variable version LLL (VLLL) where events are generated by independent

random variables, though this model of events is applicable to almost all applications

of LLL. Recently, Ambainis et al. introduced a quantum version LLL (QLLL), which

was then shown to be powerful for the quantum satisfiability problem.

We introduce a necessary and sufficient criterion for VLLL, in terms of the proba-

bilities of the events and the event-variable graph specifying the dependency among the

events. Based on this new criterion, we obtain boundaries for two families of event-

variable graphs, namely, cycles and trees. These are the first two non-trivial cases

where the VLLL boundary is fully determined. Though it is #P-hard in general to de-

termine VLLL boundaries, we can to some extent decide whether a gap exists between

a VLLL boundary and the corresponding ALLL boundary. In particular, we show that

the gap existence can be decided without solving Shearer’s conditions or checking our

VLLL criterion. Equipped with this powerful theorem, various event-variable graphs

are shown to be gapful/gapless.

We prove that Shearer’s bound is tight for QLLL, i.e., the relative dimension of the

smallest satisfying subspace is completely characterized by the independent set polyno-

mial, affirming a conjecture proposed by Sattath et al. Our result also shows the tight-

ness of Gilyén and Sattath’s algorithm, and implies that the lattice gas partition function

fully characterizes quantum satisfiability for almost all Hamiltonians with large enough

qudits.

Commuting version LLL (CLLL), LLL for commuting local Hamiltonians which

are widely studied in the literature, is also investigated here. We prove that the tight

regions of CLLL andQLLL are different in general. This result implies that it is possible

to design an algorithm for CLLL which is still efficient beyond Shearer’s bound.
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第 1章绪论

第 1章 绪论

1.1 研究背景及意义

洛瓦兹局部引理是最重要的概率方法之一。该引理自Erdős和 Lovász (1975)

提出之后，在数学、物理和计算机等领域已经有了非常多的应用。在数学中，局

部引理被广泛地应用到了组合对象的研究上，如 Ramsey数 (Spencer, 1977)和拉

丁方 (Erdős和 Spencer, 1991; Harris和 Srinivasan, 2014)。在物理学领域，局部引

理既和经典统计物理中晶格气模型的配方函数有关 (Scott和 Sokal, 2005, 2006)，

又可以用来刻画量子物理中局部哈密尔顿量是否是无忧的 (Sattath等, 2016)。在

理论计算机领域，局部引理的应用主要有以下几个方面：第一，证明问题有解

(McDiarmid, 1997; Gebauer 等, 2016, 2009)；第二，在问题有解的条件下高效地

找到问题的解 (Moser 和 Tardos, 2010; Achlioptas 和 Iliopoulos, 2016a; Harvey 和

Vondrák, 2015; Kolmogorov, 2016)；第三，对问题解的数目进行计数 (Moitra, 2017)，

或对特定的分布进行采样 (Guo等, 2017; Guo和 He, 2018)。对于很多问题，局部

引理得到的界都是紧的 (Gebauer等, 2016)或几乎是紧的 (Ambainis等, 2012)。

给定概率空间中的一组坏事件 A，局部引理给出了保证这些坏事件同时不

发生的充分条件，即 P(∩A∈AA) > 0的充分条件。在最一般的情形下，事件集 A

中坏事件的依赖关系可以由一个无向图 GD = ([m],E)来刻画。令 Γi 表示顶点 i

在 GD 中的邻居。我们称无向图 GD 为事件集A的依赖图，当且仅当 GD 的每个

顶点 i对应一个坏事件 Ai，且 Ai 同所有的 {Aj : j , i, j < Γi}相互独立。我们按

如下方式定义依赖图的抽象内部。

定义 1.1 (依赖图的抽象内部). 给定依赖图GD，定义GD的抽象内部，I(GD)，为

I(GD) =
{
p :对于任意的事件集 A，如果其依赖图为 GD，概率向量为 p，

则 P
(
∩A∈AA

)
> 0始终成立。

}
抽象版本局部引理（ALLL），就是要给出对 I(GD)的刻画。

最常用到的抽象版本局部引理如下:

定理 1.1 (Spencer (1977)). 给定图 GD = ([m],E)和向量 p ∈ (0,1)m,如果存在实数

x1, ..., xm ∈ (0,1)使得 pi ≤ xi
∏

j∈Γi
(1− xj)对任意的 i ∈ [m]均成立,则 p ∈ I(GD)。

1



关于经典变量、对易与量子版本洛瓦兹局部引理的研究

 

𝐴𝐴1 
𝐴𝐴2 
𝐴𝐴3 

𝑥𝑥1 
𝑥𝑥2 
𝑥𝑥3 

           

𝐴𝐴1 

𝐴𝐴3 𝐴𝐴2 

(a) 依赖图 (b) 事件变量图 

图 1.1 SAT实例 ϕ对应的依赖图与事件变量图

Shearer (1985)给出了对 I(GD)的精确刻画。令 Ind(GD)表示由图 GD 的独

立集构成的集合，令 I(GD,p) =
∑

S∈Ind(GD)(−1) |S |
∏

i∈S pi，我们称 I(GD,p)为图

GD 的独立集多项式。则有：

定理 1.2 (Shearer (1985)). 给定图 GD = ([m],E)和向量 p ∈ (0,1)m, p ∈ I(GD)当

且仅当对于任意的 S ∈ Ind(GD),
∑

T ⊇S,T ∈Ind(GD)(−1) |T |− |S | ∏
i∈T pi > 0成立。如果

p ∈ I(GD)，则任意依赖图为 GD，概率向量为 p的事件集A均满足 P
(
∩A∈AA

)
≥

I(GD,p)，且存在事件集使等号成立。

我们以布尔可满足性问题 (SAT)为例来看看具体如何使用洛瓦兹局部引理。

考虑如下 SAT实例，ϕ = (x1∨ x2)∧ (x2∨ x3)∧ (x3∨ x1)。考虑如下概率空间，假设

x1, x2, x3 相互独立且对于任意的 i ∈ [3]，P(xi = 1) = P(xi = 0) = 1
2。对于任意的

i ∈ [3]，定义坏事件 Ai为 ϕ的第 i个子句为假。则有 P(A1) = P(A2) = P(A3) =
1
4。

令 A = {A1, A2, A3}。则容易验证，ϕ是可满足的当且仅当 P
(
∩A∈AA

)
> 0。

另外，因为 A1, A2, A3 中的任何两个事件都公用一个随机变量，则事件集 A

对应的依赖图如图1.1 (a)所示。设该依赖图为 GD。借助于定理1.1和1.2，我们可

以刻画 GD 的抽象内部，如图1.2所示。其中绿色的点是定理1.1所刻画的 GD 的

抽象内部中的概率向量，蓝色三角形是定理1.2所刻画的GD的抽象边界，即蓝色

三角形以下的所有概率向量组成的集合即是 GD 的抽象内部，I(GD)。由图1.2可

以看到，(14,
1
4,

1
4) ∈ I(GD)，则由 I(GD)的定义有 P

(
∩A∈AA

)
> 0成立，因此 ϕ可

满足。至此，我们借助于洛瓦兹局部引理解决了原始的 SAT问题。

1.1.1 经典变量版本局部引理

如定理1.1和定理1.2所示,抽象版本局部引理只用到了依赖图和事件的概率。

然而，依赖图只给出了事件之间是否存在依赖关系，却没有刻画它们是如何相互

依赖的。

2
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图 1.2依赖图是三角形时的抽象内部

相比于依赖图，一种提供了更丰富的依赖结构的模型是变量生成的事件系

统。在这种模型中，每个事件可以看成是定义在一个由独立随机变量构成的集

合上的约束。设事件集 A = {A1, ..., Am} 是由变量集 X = {X1, ...,Xn} 生成的事

件系统。这里，每个 Xi 既可以是连续的，也可以是离散的，且所有的变量相互

独立。对任意的 i ∈ [m]，令 Xi ⊆ X 是由完全决定 Ai 的变量构成的集合。则

这个模型可以完全由一个事件-变量图来刻画。一个事件-变量图是一个二部图

GB = ([m], [n],E)。其中，(i, j) ∈ [m] × [n]是图 GB 的一条边当且仅当 Xj ∈ Xi。对

于 SAT实例 ϕ = (x1 ∨ x2)∧ (x2 ∨ x3)∧ (x3 ∨ x1)，容易验证其事件-变量图如图1.1

(b)所示。

我们按如下方式定义事件-变量图的变量内部。

定义 1.2 (二部图的变量内部). 给定事件-变量图GB，定义GB的变量内部，VI(GB)，

为

VI(GB) =
{
p :对于任意的由变量生成的事件系统 A，如果其事件-变量图为 GB，

概率向量为 p，则 P
(
∩A∈AA

)
> 0始终成立。

}
变量版本局部引理（VLLL）就是要给出对 VI(GB)的刻画。

3
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由变量生成的事件系统这一模型之所以重要，是因为绝大多数局部引理的

应用，都很自然地包含潜在的独立随机变量，如超图染色 (McDiarmid, 1997),可

满足性问题 (Gebauer等, 2016, 2009),约束可满足性问题的计数 (Moitra, 2017),无

环图的边染色 (Giotis等, 2017),等等。此外，很多关于局部引理算法化方面的经

典结果都是基于这一模型 (参见第2.2节)。然而，对变量版本局部引理的研究并

不多。在变量情形下使用局部引理的通常方法是忽略掉变量信息，直接针对依

赖图使用抽象版本局部引理。这种方法得到的结果不可能超出 Shearer界。最近，

Harris (2016)针对 lopsided 情形下的变量版本提出了一种能够超出 Shearer界的

条件，但该条件用到了比事件-变量图更多的信息，即不同事件相同变量的取值

如何错开。因此，超出 Shearer界的变量版本局部引理这一问题依然是开放的。

给定一个二部图 GB = ([m], [n],E)，我们称 [m]中的顶点为左顶点，[n]中的

顶点为右顶点。令 NGB
(i)表示顶点 i 在 GB 中的邻居。在不引起歧义的情况下，

我们将用 N (i)简记 NGB
(i)。如果两个左顶点 i1, i2满足 N (i1) ∩N (i2) , ∅，我们

称 i1, i2是相邻的。如果左顶点 i和右顶点 j 满足 j ∈ N (i)，我们称 i和 j 是相邻

的。我们按如下方式定义二部图的基图。

定义 1.3 (二部图的基图). 给定二部图GB = ([m], [n],E)，令 E ′ = {(u1,u2) : u1,u2均

为左顶点且 u1,u2是相邻的}。定义 GB 的基图为 GD(GB) = ([m],E ′)。

基图拥有如下性质，如果 GB 是由变量生成的事件系统 A 的事件-变量图，

则 GD(GB)是 A的一个依赖图。例如，考虑我们之前针对 SAT实例 ϕ = (x1 ∨
x2)∧ (x2∨ x3)∧ (x3∨ x1)定义的事件集A = {A1, A2, A3}。A的事件-变量图是图1.1

(a)，而容易验证图1.1 (a)的基图就是图1.1 (b)，即事件集 A的依赖图。

因此，我们有 I(GD(GB)) ⊆ VI(GB)。若 I(GD(GB)) , VI(GB)，我们说

Shearer条件对 GB不是紧的，或者二部图 GB变量版本与抽象版本有差异。人们

普遍相信，Shearer条件对变量版本局部引理不是紧的，即存在很多二部图都是有

差异的。现在唯一已知的有差异的例子，是基图为长为 4的圈的二部图 (Kolipaka

和 Szegedy, 2011)。对二部图变量版本与抽象版本有差异的条件目前还没有清楚

的刻画。

1.1.2 量子版本局部引理

绝大多数物理学家感兴趣的系统可以用局域哈密尔顿量 H =
∑

i Hi 来刻画，

其中，每个 k-局域的项 Hi最多非平凡地作用在 k 个 qudit上。如果 H的基态 |ϕ⟩
同时也是每个 Hi 的基态，我们称 H是无忧的（frustration free）。令 Πi 表示向 Hi
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的激发态上投影的投影算符，令 Π =
∑
Πi。容易验证，H 是无忧的当且仅当 Π

是无忧的。因此，在本文中，我们只关心那些是投影算符的哈密尔顿量。

无忧的局域哈密尔顿量有零能量的基态。很多量子优化问题都等价于判定

一个特定的量子系统是否无忧。而在量子多体物理中，无忧的局域哈密尔顿量更

是创造新材料和理解材料的新属性的关键 (Rokhsar和 Kivelson, 1988; Castelnovo

等, 2005)。

判定一个给定的 Π是否是无忧的（用计算机科学的语言来说是判定一个给

定的 Π是否是可满足的），是量子可满足性问题。量子可满足性问题是量子复杂

性理论的核心议题之一。然而，量子可满足性问题已经被证明是 QMA1-完全的

(Bravyi, 2011)，人们普遍认为，QMA1-完全问题即使在量子图灵机模型下也是没

有多项式时间算法的。因此，人们希望可以找到高效的启发式方法和能至少部分

求解这一问题的算法。

在一篇开创性的工作之中，通过按如下表所示的方式推广概率和独立性等

概念，Ambainis等 (2012)对依赖图提出了一个量子版本局部引理（QLLL）。利

用量子版本局部引理，他们将随机 k-QSAT问题的临界密度从 Ω(1) (Laumann等,

2010)改进到了Ω(2k/k2)，几乎达到了该问题已知的最优上界O(2k) (Laumann等,

2010)。

概率空间 Ω → 向量空间 V

事件 A → 子空间 A ⊆ V

概率 P(A) → 相对维度 R(A) := dim(A)

dim(V)

交 A ∧ B → A ∩ B

并 A ∨ B → A + B = {a + b|a ∈ A, b ∈ B}
补 A = Ω\A → 正交补空间 A⊥

条件概率 P(A|B) = P(A∧B)
P(B)

→ R(A|B) := R(A∩B)
R(B)

独立性 P(A ∧ B) = P(A) · P(B) → R(A ∩ B) = R(A) · R(B)

最近，Sattath等 (2016)针对相互作用图将 Shearer的定理推广到了量子版本

局部引理。相互作用图也是一个二部图 GB = ([m], [n],E)，可以看作是经典变量

情形下的事件-变量图的量子对应，其中 [m]中的顶点表示哈密尔顿量，[n]中的

顶点表示 qudit，当一个哈密尔顿量作用在另一个 qudit上时，则相应的顶点之间

连一条边。

依据子空间的相对维度的定义有，哈密尔顿量 Π =
∑
Πi 是无忧的，即是指
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其核 Ker Π的相对维度 R(Ker Π) > 0。令哈密尔顿量Πi的相对维度为其象 Im Πi

的相对维度 R(Im Πi)。我们按如下方式定义相互作用图的量子内部。

定义 1.4 (二部图的量子内部). 给定相互作用图GB，定义GB的量子内部，QI(GB)，

为

QI(GB) =
{
r :存在一个有理向量 r′ ≥ r使得对于任意的局域哈密尔顿量 Π，若

其相互作用图为 GB，相对维度为 r′，则 R
(
Ker Π

)
> 0始终成立。

}
量子版本局部引理（QLLL）就是要给出对 QI(GB)的刻画。对于任意的二

部图GB = ([m], [n],E)和 r ∈ (0,1]m，令 I(GB,r) = I(GD(GB),r)。Sattath等 (2016)

证明了 Shearer界对量子版本局部引理依然是充分的，即

定理 1.3 (Sattath等 (2016)). 给定二部图 GB 和有理的相对维度向量 r，如果 r ∈

I(GD)，则对于任意的相互作用图为 GB，相对维度向量为 r的局域哈密尔顿量

Π，有 R(ker Π) ≥ I(GB,r) > 0。

定理1.3意味着对于任意的二部图 GB，I(GD(GB)) ⊆ QI(GB)。值得注意的

是，由 Shearer界算出的概率阈值恰好是硬核晶格气模型配分函数的第一负逸度

（first negative fugacity），在经典统计力学中已经被反复研究过。结合经典统计力

学中的工具，Sattath等人利用量子版本局部引理计算了多种晶格的无忧临界阈

值。与变量版本局部引理相反，Sattath等 (2016)猜测 Shearer界对量子版本局部

引理是紧的，即对于任意的二部图 GB，I(GD(GB)) = QI(GB)。

这一猜测本身具有重要的物理意义，如果是对的，将导致几个惊人的结论。

首先，几何化定理 (Laumann等, 2009)说明了几乎所有 qudit维数足够大的局域

哈密尔顿量 Π对应的 R
(
Ker Π

)
取得理论上的极小值。因此，如果 Sattath等人的

猜测是对的，结合几何化定理，我们有晶格气模型的配方函数提供了几乎所有

qudit维数足够大的哈密尔顿量的量子可满足性问题的完整刻画。同时，晶格气

的临界指数可以用来计算无忧区域内几乎所有 qudit维数足够大的哈密尔顿量的

基态熵。这意味着经典统计力学中的相关结论可以直接被迁移到量子复杂性领

域。

其次，Gilyén和 Sattath (2017)最近设计了一个算法，使得当局域哈密尔顿

量满足 Shearer条件时，算法可以高效地制备一个无忧的量子态。当然，该算法

还要求局域哈密尔顿量的一致差异（uniform gap）足够大，但这不在本文的讨论

范围之内。如果 Sattath等人的猜测是对的，则意味着 Gilyén和 Sattath的算法有

效范围是紧的。
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1.1.3 对易版本局部引理

在过去的几十年里，一类特殊的量子可满足性问题，即对易局域哈密尔顿量

的可满足性问题，因为和量子 PCP猜想相关，在量子计算领域得到了人们的极

大关注 (Bravyi和 Vyalyi, 2005; Aharonov和 Eldar, 2011; Schuch, 2011; Gottesman

和 Irani, 2009; Aharonov等, 2018)。我们将对易局域哈密尔顿量的可满足性问题

简称为对易可满足性问题。如果局域哈密尔顿量 Π =
∑
Πi 满足对于任意的 i 和

j，[Πi,Πj ] = 0成立，则称 Π为对易的局域哈密尔顿量。对易局域哈密尔顿量，

介于经典事件和量子局域哈密尔顿量之间，也能展现出有趣的多粒子纠缠现象，

如著名的 toric code (Kitaev, 2003)。

人们之所以对对易的局域哈密尔顿量感兴趣，一方面是因为对易是一种很

自然的性质，在物理学的相关研究中经常这样假设。另一方面，研究清楚对易局

域哈密尔顿量的能力极限也能帮我们理解非对易在量子力学中的作用。因为经

典的 SAT问题可以看作是对易可满足性问题的一类特例，则对易可满足性问题

至少是 NP-难的。因此，我们希望可以找到对易局域哈密尔顿量可满足的充分条

件，以部分求解对易可满足性问题。对易版本局部引理即是这样一个充分条件。

我们按如下方式定义相互作用图的对易内部。

定义 1.5 (二部图的对易内部). 给定相互作用图GB，定义GB的对易内部，CI(GB)，

为

CI(GB) =
{
r :存在有理向量 r′ ≥ r使得对于任意的对易局域哈密尔顿量 Π，若

其相互作用图为 GB，相对维度为 r′，则 R
(
Ker Π

)
> 0始终成立。

}
对易版本局部引理（CLLL）就是要给出对 CI(GB)的刻画。因为经典的由变

量生成的事件系统是对易的局域哈密尔顿量的一类特例，对易的局域哈密尔顿

量是量子局域哈密尔顿量的一类特例，我们有对于任意的二部图GB，QI(GB) ⊆
CI(GB) ⊆ VI(GB)。但 QI(GB) ⊂ CI(GB)和 CI(GB) ⊂ VI(GB)是否对某些 GB

成立，目前还不清楚。研究清楚三者之间是否存在真包含关系，可以帮助我们理

解对易的能力以及非对易在量子力学中的作用。

有一系列工作研究给定满足某种对易版本局部引理条件的对易局域哈密尔

顿量，如何高效地制备一个无忧的量子态 (Schwarz 等, 2013; Cubitt和 Schwarz,

2012; Sattath和 Arad, 2015)。Gilyén和 Sattath (2017)针对一般的局域哈密尔顿量

的算法显然也可以应用到对易的局域哈密尔顿量上。
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变量 

对易 

量子 

 抽象(Shearer 条件) 
基图是长为 4 的圈 

图 1.3变量、对易与量子版本局部引理的研究现状

1.1.4 小结

综上所述，目前变量、对易与量子版本局部引理的研究现状如图1.3所示。目

前已知对于任意的二部图 GB，I(GD(GB)) ⊆ QI(GB) ⊆ CI(GB) ⊆ VI(GB)。同

时，还存在一个唯一的例子，即基图是长为 4的圈的二部图，其变量版本与抽象

版本有差异。但变量、对易与量子版本局部引理的紧的条件都还不清楚。

1.2 研究内容与挑战

因此，本文主要关心以下四个方面的问题：

1. 变量版本局部引理的紧的条件：即对任意一个二部图GB，给出对 VI(GB)

的刻画。Kolipaka和 Szegedy (2011)等人已经证明了Moser-Tardos算法在 Shearer

界之内是高效的。然而，该算法在 Shearer界之外是否也高效收敛还不清楚。进

一步地，Moser-Tardos算法是否在变量版本局部引理的紧的界之内都高效收敛也

还不清楚。同时，人们普遍认为，借助于变量版本局部引理，对于很多组合问

题，我们能得到比借助于抽象版本局部引理更好的界。然而，相关的界到底能好

多少还不清楚。回答这些问题的一个先决条件就是要刻画清楚变量版本局部引

理的紧的条件。

2. 量子版本局部引理的紧的条件：即对任意一个二部图GB，给出对QI(GB)

的刻画。如果能给出量子版本局部引理的紧的条件，就能回答从Ambainis 等

(2012) 提出量子版本局部引理以来领域内一直悬而未决的问题，并为研究量子

可满足性问题提供新的工具。同时，也能回答Sattath等 (2016)的猜测，为计算

晶格的无忧临界阈值提供新的方法。

3. 对易版本局部引理的紧的条件：即对任意一个二部图GB，给出对 CI(GB)

的刻画。如果能给出对易版本局部引理的紧的条件，就能为研究对易可满足性
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问题提供新的工具。我们知道Gilyén和 Sattath (2017)的算法在 Shearer界以内都

是快速收敛的，一个有趣的问题是该算法对于对易的局域哈密尔顿量在 Shearer

界以外是否也高效收敛。该问题可以看作是之前提到的重要开放问题，Moser-

Tardos算法在 Shearer界之外是否也高效收敛，的对易版本，是对原问题的扩充。

回答这一问题的一个先决条件就是要回答 Shearer界对对易版本局部引理是否是

紧的。

4. 不同版本局部引理之间的关系。依据前述内容，容易验证，对于任意的

二部图 GB，有 I(GD(GB)) ⊆ QI(GB) ⊆ CI(GB) ⊆ VI(GB)。但 I(GD(GB)) ⊂

QI(GB)，QI(GB) ⊂ CI(GB)和 CI(GB) ⊂ VI(GB)是否对某些 GB成立，目前还

都不清楚。研究这些局部引理之间的真包含关系，对于理解经典变量、对易和量

子之间的能力差异，理解对易的能力极限以及非对易在量子力学中的作用，都有

重要意义。

1.3 本文的贡献

本文对变量版本、量子版本与对易版本局部引理进行了研究，得到了以下结

果。

1.3.1 变量版本局部引理的主要结果

首先，我们给出了变量版本局部引理的紧的条件，即对任何一个二部图 GB，

给出了其变量内部 VI(GB) 的刻画。对 GB 变量内部的刻画等价于确定 GB 的

变量边界，V∂(GB)，这里一个向量 p ∈ V∂(GB)当且仅当对于任意的 ϵ ∈ (0,1)

有 (1 − ϵ)p ∈ VI(GB)和 (1 + ϵ)p < VI(GB)成立。我们用一个数学规划给出了

V∂(GB)的精确刻画，该数学规划本质上说明了在给定事件集的概率向量 p和事

件-变量图时，存在一个事件集，其每个变量 j 的取值不超过 N ( j) + 1种，且该

事件集中所有事件并起来的概率取得最大值。

同时，我们还证明了，给定一个二部图GB和向量 p，判定 p是否属于VI(GB)

是 #P-难的。

其次，我们显式地给出了两类二部图，即树和圈，的变量边界。这是变量版本

局部引理的边界首次在某类非平凡的二部图上被刻画清楚。树是最简单的二部

图，从抽象、对易和量子版本局部引理的角度有很多相关的研究 (Movassagh等,

2010; Shearer, 1985; Heilmann和 Lieb, 1972; Coudron和 Movassagh, 2012; Sattath

等, 2016)。圈是领域内学者关心的热点，因为目前唯一已知的变量版本和抽象版

9



关于经典变量、对易与量子版本洛瓦兹局部引理的研究

本有差异的二部图其基图是长为 4的圈 (Kolipaka和 Szegedy, 2011)，因此，不失

一般性，可认为该二部图是一个长度为 8的圈。详细分析可参见第3.3节。

之后，我们给出了二部图抽象版本和变量版本局部引理相同的充分必要条

件。对于一个给定的二部图，该条件使得我们既不必求解 Shearer条件，也不必

求出变量版本的边界，即可判定两类边界是否相同。借助该条件我们证明了，如

果一个二部图是树，则其抽象版本和变量版本局部引理相同。如果一个二部图的

基图不是弦图，则其抽象版本和变量版本局部引理不同。这一结果验证了人们长

久以来的猜测，即一般而言，变量版本局部引理与抽象版本局部引理是不同的。

最后，我们还从依赖图出发研究了变量版本与抽象版本是否有差异。给定一

个依赖图 GD，如果任何一个基图是 GD 的二部图都是有差异的，我们称 GD 是

强有差异的，否则我们称它不是强有差异的。我们证明了一个图是强有差异的当

且仅当它不是弦图，从而解决了Kolipaka和 Szegedy (2011)提出的开放问题。

本部分内容已经发表在理论计算机顶会 FOCS上 (He等, 2017)。

1.3.2 量子版本局部引理的主要结果

我们证明了Shearer界对量子版本局部引理是紧的，即 I(GD(GB)) = QI(GB)，

从而证明了Sattath等 (2016)和Morampudi和 Laumann (2018)的猜想。

定理 1.4 (非形式化版本). 给定二部图 GB 和有理的相对维度向量 r，考虑那些相

互作用图是 GB，相对维度向量是 r的局域哈密尔顿量。如果 r ∈ I(GD(GB))，则

• 所有局域哈密尔顿量 Π均满足 R(ker Π) ≥ I(GB,r) > 0 (Sattath等, 2016)。

• 当 qudit的维度合适时，作用在这些 qudit上的几乎所有局域哈密尔顿量 Π

均满足 R(ker Π) = I(GB,r) > 0。

• 存在向量 d0 使得对所有维度 d ≥ d0 的 qudit，作用在这些 qudit上的几乎

所有局域哈密尔顿量 Π均满足 R(ker Π) ≤ I(GB,r) + ϵ，其中 ϵ 是一个与 d0有关

的常数，当 d0趋于无穷时，ϵ 可以任意小。

否则，有

• 当 qudit的维度合适时，作用在这些 qudit上的几乎所有局域哈密尔顿量 Π

均满足 R(ker Π) = 0。

• 存在向量 d0 使得对所有维度 d ≥ d0 的 qudit，作用在这些 qudit上的几乎

所有局域哈密尔顿量 Π均满足 R(ker Π) ≤ ϵ，其中 ϵ 是一个与 d0有关的常数，当

d0趋于无穷时，ϵ 可以任意小。
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如之前所述，上述定理意味着，当 qudit的维度足够大时，晶格气模型的配

方函数的第一负逸度即是几乎所有局域哈密尔顿量的量子可满足性问题的临界

阈值，同时，这些局域哈密尔顿量的核的相对维度可以由独立集多项式 I(GB,r)

完美刻画。这一定理还意味着Gilyén和 Sattath (2017)的算法对一般的局域哈密

尔顿量是紧的。

Morampudi和 Laumann (2018)独立地证明了对一大类二部图，Shearer界对

量子版本局部引理是紧的。这里，我们证明了对于所有的二部图，Shearer界都

是紧的。

本部分内容已经发表在理论计算机顶会 STOC上 (He等, 2019)。

1.3.3 对易版本局部引理的主要结果

我们借助结构引理 (Bravyi和 Vyalyi, 2005)证明了对一大类二部图，其对易

版本局部引理和变量版本局部引理相同。由此，我们可以将变量版本局部引理的

很多结论推广到对易版本局部引理。因为树和圈都在这类二部图之中，因此，从

树和圈的变量边界可以很容易地得到树和圈的对易边界。对于二部图是树的情

况，我们还针对不同的 qudit维度计算了局域哈密尔顿量的对易边界。同时，我

们证明了如果一个二部图是树，则其抽象版本和对易版本局部引理相同。如果一

个二部图的基图不是弦图，则其抽象版本和对易版本局部引理不同。

我们的结果说明了，Shearer界对对易版本局部引理不是紧的。因此，对于

对易的局域哈密尔顿量，Gilyén和 Sattath (2017)的算法在 Shearer界以外有可能

也是高效的。因为 Shearer界对量子版本局部引理是紧的，则一般而言，量子版

本局部引理与对易版本局部引理是不同的，这是又一个量子和对易能力不同的

例子。

本部分内容已经发表在理论计算机顶会 STOC上 (He等, 2019)。

1.3.4 小结

综上所述，本文的研究工作系统地改变了局部引理领域的研究现状，如

图1.4所示。我们证明了 Shearer 条件对量子版本局部引理是紧的，给出了变量

版本局部引理紧的条件，同时还证明了对易版本局部引理同量子版本不同。目前

只有对易版本局部引理紧的条件还没刻画清楚。

我们的工作进一步阐明了不同版本局部引理之间的关系，即对于任意的二

部图 GB，I(GD(GB)) = QI(GB) ⊆ CI(GB) ⊆ VI(GB)。且存在二部图 GB，使得

QI(GB) ⊂ CI(GB)。是否存在二部图 GB，使得 CI(GB) ⊂ VI(GB)还不清楚。
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变量 

对易 

 抽象/量子(Shearer 条件) 

基图非弦图 

图 1.4本文的研究结果

1.4 本文的组织结构

本文后续部分安排如下。第2章介绍近年来洛瓦兹局部引理研究的主要进展。

本文第3章对变量版本局部引理展开研究，将依次给出变量版本局部引理紧的条

件，树和圈的边界，二部图变量版本与抽象版本有差异的充分必要条件等结果。

本文第4章对量子版本局部引理展开研究，将给出量子版本局部引理紧的条件。

第5章对对易版本局部引理展开研究，将首先介绍一些证明的工具，之后再证明

对易版本局部引理可以超出 Shearer界。最后，本文第6章对全文进行回顾，并提

出一些开放问题。
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第 2章 洛瓦兹局部引理的研究现状

本章我们介绍洛瓦兹局部引理的研究现状，主要涉及经典的抽象版本与变

量版本局部引理，量子版本与对易版本局部引理，以及近年来在局部引理的算法

化方面取得的进展。

2.1 经典局部引理

洛瓦兹局部引理是证明满足一系列约束的组合对象存在的有力工具。Erdős

和 Lovász (1975)证明了第一个抽象版本局部引理，而Spencer (1977)提出了第一

个非对称的局部引理，即定理1.1。这些结果都是非常有用的工具，可惜的是它

们都不是紧的。抽象版本局部引理紧的条件，即定理1.2，是由Shearer (1985)在

30多年之前证明的。

Shearer条件中涉及到了一个依赖图的所有独立集，往往很难验证。因而，人

们试图找到一些虽然更弱但更简单易用的条件。Pegden (2011, 2012)引入了左手

局部引理，该引理虽然不适用于某些依赖图，但它往往比定理1.1中所给出的条

件要紧，同时对某些依赖图，如弦图，该引理提供了一个简单的紧的条件。除了

上述只适用于部分依赖图的条件，人们还得到了很多适用于所有依赖图的条件。

Bissacot等 (2011)提出了团扩张局部引理，改进了定理1.1中的结果。Kolipaka等

(2012)也引入了一系列条件，如团局部引理，得到了比定理1.1中更紧的界。上

述这些条件要么只适用于部分依赖图，要么对于有些依赖图不是紧的。

为了将局部引理应用到事件之间负相关的情况，Erdős和 Spencer (1991)引

入了 lopsided局部引理。令 Γ+
i = Γi ∪ {i}。我们称一个无向图 GD = ([m],E)是

事件集 A的一个 lopsided依赖图，当且仅当对于任意的顶点 i ∈ [m]和任意的集

合 K ⊆ [m] \ Γ+
i ，P(Ai |

∪
k∈K Aj) ≥ P(Ai)成立。可以证明，定理1.1对于 lopsided

依赖图也是成立的。Scott和 Sokal (2006)证明了 Shearer条件对 lopsided依赖图

也是紧的。自 1991年提出之后，lopsided局部引理在组合数学和理论计算机领

域已经有了很多有趣的应用 (Gebauer等, 2016; Lu和 Szekely, 2009)。

局部引理同统计物理之间存在着有趣的联系。定理1.2中用于刻画抽象版本

局部引理紧的条件的独立集多项式，即是统计物理中硬核晶格气模型的配分函

数 (Scott和 Sokal, 2005; Guttmann, 1987; Todo, 1999; Wood, 1985)。Scott和 Sokal

(2006)给出了 Shearer条件的很多等价形式。受到这种联系的启发，Bissacot等
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(2011)提出了团扩张局部引理。

2.2 局部引理的算法化

如第2.1节所述，洛瓦兹局部引理是证明满足一系列约束的复杂组合对象存

在的重要工具。有时候，除了希望证明这种组合对象存在，我们还希望可以高效

地找到这些对象。因此，人们研究了构造性局部引理，提出了各种各样的可以避

开所有坏事件的算法。

构造性局部引理的算法设计往往同之前提到的局部引理的界有关。Beck

(1991)首次给出了一个构造性局部引理。他提出了一个高效的确定性的算法用来

找到避开所有坏事件的赋值，该算法当依赖图GD = ([m],E)的度不超过 2m/48时

是多项式的。之后有一系列工作试图来弱化这一条件 (Czumaj和 Scheideler, 2000;

Molloy和 Reed, 1998; Radhakrishnan和 Srinivasan, 1998; Salavatipour, 2004)。

在由变量生成的事件系统这一模型下，Moser 和 Tardos (2010) 提出了一个

简单的基于采样的拉斯维加斯算法。他们的算法期望时间是多项式的，当算法

停止时，会输出可以避开所有坏事件的对所有随机变量的赋值。从渐进意义而

言，Moser-Tardos算法对 k-SAT问题是紧的 (Moser和 Tardos, 2010; Gebauer等,

2016)。

尽管使用了比依赖图更强的变量模型，Moser和Tardos只能证明在定理1.1的

条件下，他们的算法是多项式的。但定理1.1对抽象版本局部引理都不是紧的，对

变量版本局部引理更是如此。因此，构造性局部引理的适用范围还可以进一步扩

展。Pegden (2014)证明了 Moser-Tardos算法在团扩展局部引理的范围内都是快

速收敛的。Kolipaka和 Szegedy (2011)进一步证明了在变量模型下，Moser-Tardos

算法在 Shearer条件之内都是快速收敛的。Harris (2016)针对 lopsided情形的变量

模型提出了一个算法，并证明在 Shearer条件之外的某些情况，该算法依然是快

速收敛的。一个重要的开放性问题是在变量模型下构造性局部引理的紧的条件

是什么。(Catarata等, 2017)通过实验发现 Moser-Tardos算法很有可能在 Shearer

条件之外依然是快速收敛的。

通过从当前发生的坏事件中选出一组完全相互独立，即没有共用变量的事

件，并独立地对这些事件涉及的变量进行采样，Moser-Tardos算法可以很自然地

并行化。Moser和 Tardos证明了并行算法可以获得更优的期望运行时间，但这里

所用到的条件也比分析串行算法的条件要略强。事实上，人们很早就开始考虑

构造性局部引理的并行化 (Alon, 1991)。最近，研究者们提出了一些新的并行的
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算法，这些算法要么比并行版 Moser-Tardos算法更快，要么需要的条件比并行

版Moser-Tardos算法更弱 (Haeupler和 Harris, 2017; Harris, 2017)。另外，也有学

者在分布式计算的模型上研究构造性局部引理 (Brandt等, 2016; Chung等, 2014;

Ghaffari, 2016)。

除了在由变量生成的事件系统这一模型下研究构造性局部引理，也有人研究

其他模型下的构造性局部引理。Harris和 Srinivasan (2014)考虑了针对排列的构

造性局部引理。Achlioptas和 Iliopoulos (2016b)考虑了基于随机游走的构造性局

部引理。之后，人们进一步把构造性局部引理的研究扩展到了存在 resampling ora-

cles的情况 (Achlioptas和 Iliopoulos, 2016a; Harvey和 Vondrák, 2015; Kolmogorov,

2016)。

2.3 量子版本与对易版本局部引理

Ambainis等 (2012)仿照经典的非对称的抽象版本局部引理，即定理1.1，对

依赖图提出了第一个量子版本局部引理。之后，Sattath等 (2016)针对相互作用

图考虑量子版本局部引理，并证明了 Shearer条件对量子版本局部引理依然是充

分的。之后，有一系列工作 (Schwarz等, 2013; Cubitt和 Schwarz, 2012; Sattath和

Arad, 2015)尝试将量子版本局部引理算法化，但这些算法都只对对易的局域哈

密尔顿量适用，同时，这些算法要求的局部引理的条件也比 Shearer 条件要强。

Gilyén和 Sattath (2017)给出了第一个对量子局域哈密尔顿量适用的算法。同时，

只要局域哈密尔顿量满足 Shearer条件，算法就可以高效地制备一个无忧的量子

态。
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第 3章 变量版本局部引理

本章将给出变量版本局部引理紧的条件，并讨论哪些二部图变量版本与抽

象版本有差异。

为了陈述的简洁性，当一个二部图 GB 是一个由变量生成的事件系统 A的

事件-变量图时，我们说 A同 GB 是一致的，即 A ∼ GB。

在本章中，不失一般性，我们仅考虑那些基图是连通图的二部图。如果一个

二部图的基图是不连通的，那这个二部图本身一定也是不连通的，且它的每个连

通分量依然可以被看作一个二部图。此时，原始二部图的变量内部即是这些连通

分量对应的二部图的变量内部的直积。

3.1 变量版本局部引理的几何视角

在本节中，我们将给出变量版本局部引理的几何视角。考虑一个 n维的欧几

里得空间 Rn以及其上嵌入的勒贝格测度 µ。对任意的 i ∈ [n]，令 Xi为其第 i维对

应的坐标变量。对任意的 S ⊆ [n]，我们用 IS 表示由随机变量 {Xi ∈ [0,1] : i ∈ S}

的值域所定义的 |S |维单位超立方体，[0,1] |S |。当对某个 k ≤ n，S = [k]成立时，

我们用 Ik 来简记 I[k]。In 中的一个柱体，A，是 In 的一个形式如 B × IS 的子集。

我们称 B ⊆ I[n]\S 为柱体 A的基底。令 dim(B) = [n] \ S。

给定一个二部图 GB = ([m], [n],E)和一个 In 中的柱体 A1, ..., Am 构成的集合

A，我们称 A 同 GB 一致，当且仅当存在 A1, ..., Am 的一组基底 B1, ...,Bm 使得

E = {(i, j) ∈ [m] × [n] : j ∈ dim(Bi)}成立。我们还是用 A ∼ GB 来表示 A同 GB

一致。给定一个二部图 GB，定义 VI(GB)为

VI(GB) =
{
p :对于任意的柱体 A，如果 A ∼ GB 且 µ(A) = p，

则 µ(∪A∈AA) < 1始终成立。
}

不难看出，上述定义和定义1.2是一致的。

接下来，在本文中，我们将通过几何视角来研究变量版本局部引理。为了便

于理解，术语“事件”和“柱体”，“概率”和“勒贝格测度”将被无差别的使用。

柱体 A在 I[n]中的补被定义为柱体 A = I[n] \ A。

为了说明几何化视角的威力，我们将从几何角度证明图1.1 (b) 所示的二部

图 GB 变量版本与抽象版本有差异。图1.1 (b)所示的三个事件 A1, A2, A3 都可以
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(b) 事件变量图 (a)依赖图 

图 3.1图1.1中事件集的几何化视角

看作是三维单位立方体中的柱体，如图3.1 (b)所示。其中 A1因为只和变量 x1, x2

有关，和变量 x3 独立，因而可以看作是从 x1Ox2 坐标平面延伸出来的柱体。类

似的，A2 和 A3 可以分别看作是从 x2Ox3 和 x1Ox3 坐标平面延伸出来的柱体。

令 A = {A1, A2, A3}。则 µ(∪A∈AA) < 1 等价于这三个柱体没有撑满整个单位立

方体。从几何直觉上容易验证，当这三个柱体撑满整个单位立方体时，它们必

然有相交，因此，当
∑

i µ(Ai) = 1 时，必然有 µ(∪A∈AA) < 1。因此，我们有

(13,
1
3,

1
3) ∈ VI(GB)。另一方面，容易验证，图3.1 (a)所示的三个事件，其依赖图

就是图1.1 (a)，即 GD(GB)。因而，当
∑

i µ(Ai) = 1 时，存在依赖图为 GD(GB)

的事件集 A，使得 µ(∪A∈AA) = 1。因此，我们有 (13,
1
3,

1
3) < I(GD(GB)。又因为

(13,
1
3,

1
3) ∈ VI(GB)，我们有 I(GD(GB) , VI(GB)。

3.2 变量版本局部引理的概率边界

在本节中，我们将变量版本局部引理紧的条件，即给出 VI(GB)的精确数学

刻画。

3.2.1 变量版本局部引理的充要条件

定义 3.1 (二部图的变量外部). 二部图 GB = ([m], [n],E)的变量外部，VE(GB)，定

义为集合 (0,1]m \ VI(GB)。

定义 3.2 (二部图的变量边界). 二部图 GB = ([m], [n],E)的变量边界，V∂(GB)，定

义为

V∂(GB) =
{
p ∈ (0,1]m :对于任意的 ϵ ∈ (0,1)，(1 − ϵ)p ∈ VI(GB)

且 (1+ ϵ)p < VI(GB)
}
。
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我们称 p ∈ V∂(GB)为 GB 的一个变量边界向量。

可以证明，在每一个方向上都存在一个变量边界向量。

引理 3.1. 给定二部图 GB = ([m], [n],E)，对于任意的 p ∈ (0,1]m，存在一个唯一的

λ > 0使得 λp ∈ V∂(GB)成立。

证明. 令 Λ ≜ {λ > 0 : λp < VI(GB)}。如果 λ 很大使得 λpi ≥ 1 对某个 i 成

立，则 λ ∈ Λ 因为 λp < VI(GB)。如果 λ 很小使得 λ
∑

i pi < 1，则 λ < Λ 因

为 λp ∈ VI(GB)。因此，Λ 非空，并且它的下确界，λ0，一定为正。容易验证

λ0p ∈ V∂(GB)。唯一性是显然的。 □

在本节中，我们将提出一个数学规划，来刻画二部图的变量边界。这一规划

的核心观察是柱体可以在不改变总体积的前提下被很好地“离散化”。

给定一个整数 d > 0,如果存在一个将 I{ j } 分成 d 个互斥区间 ∆1, ...,∆d 的划

分，使得 A = ∪d
k=1S

A
k × ∆k 对于某个 {SA

k ⊆ I[n]\{ j } : k = 1, . . . , d} 成立，我们称

柱体 A ⊆ In在维度 j 上是 d−离散的。如果任意的 A ∈ A在维度 j 上都是 d−离

散的，我们称柱体集A在维度 j 上是 d−离散的。当 d是隐含的时，我们简称A

在维度 j 上是离散的。

给定一个向量 d = (d1, ..., dn)，一个柱体 A称为 d-离散当且仅当对于任意的

j ∈ [n]，A在维度 j 上是 dj−离散的。类似的，如果所有的事件 A ∈ A都是 d-离

散的，我们称 A是 d-离散的，并且称 d为 A的离散度。当 d是隐含的时，我们

简称 A是离散的。

给定两个等长度的向量 p和 q，如果“≤”对于向量的每一维都成立，我们

称 p ≤ q。另外，当 p的某一元素严格小于 q的对应元素时，我们称 p < q。

在本节的其余部分，我们将假设给定了一个二部图 GB = ([m], [n],E) 和一

个概率向量 p ∈ V∂(GB)。对于任意的实数 ϵ > 0，令 qϵ ≜ ϕ((1 + ϵ)p)。令

d ≜ (d1, ..., dn)，其中 dj 是顶点 j ∈ [n]在图 GB 中的度。

本节的主要结果，定理3.6和定理3.7，对每个变量边界向量构造了一个离散

的柱体集。从而，我们顺带证明了变量边界向量一定不属于二部图的变量外部。

由这两个定理，我们可以得到关于如何对二部图变量内部的概率向量以及变量

外部的概率向量进行离散化的两个推论。

变量边界向量的离散化分为四步，接下来我们将分别用四个引理来说明。第

一步，我们将证明，对于任意的 ϵ > 0，存在着一个离散的柱体集，它对应的测
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度向量在二部图 H 的变量外部，且满足 ϵ-close to p。然而，这个柱体集的离散

度依赖于 ϵ，因而当 ϵ 趋于 0的时候，离散度趋于无穷。第二步，我们将证明存

在一个离散度不超过 d柱体集，使得 qϵ 是该柱体集对应的测度向量的上界。然

而，p不是这个柱体集对应的测度向量的一个下界。第三步，当 ϵ 趋于 0的时候，

一个数学规划和基于微积分的论证保证了存在一个离散度是 d柱体集，它对应

的测度向量在 H 的变量外部，且 p是该测度向量的一个上界。第四步，我们将

证明这个柱体集对应的测度向量刚好是 p，从而证明本节的主定理。

证明如下引理的基本思想是一维一维地将柱体的维度离散化。为了离散化

第 j 维，我们将 I{ j }这一轴划分为很多小区间，使得在每个小区间里，每个柱体

的变化都很少。因此，第 j 维离散化后的柱体可以看作是对原来柱体的一个近

似。构造划分的本质是通过有限次求和来近似积分。

引理 3.2. 对于任意的 ϵ > 0，存在着一个离散化的柱体集 A ∼ GB，使得 p ≤

µ(A) ≤ qϵ 且 µ(∪A∈AA) = 1。

证明. 因为 p ∈ V∂(GB)，我们有存在一个柱体集A′ ∼ GB使得 µ(∪A∈A′ A) = 1且

µ(A′) = qϵ/2。

为了证明本引理，我们只需证明如下断言。

断言: 假设存在一个柱体集 B ∼ GB 使得 µ(∪B∈BB) = 1且 qσ ≤ µ(B) ≤ qϵ−σ

对于某个 0 < σ < ϵ/2成立。则存在一个离散的柱体集 A ∼ GB 使得 p ≤ µ(A) ≤

qϵ 且 µ(∪A∈AA) = 1。

对断言的证明：任意选定一个满足断言条件的柱体集 B = {B1, ...,Bm}。令

J = { j ∈ [n] : B在维度 j 上是离散的}。我们将通过对 |J |做归纳来证明断言。

归纳基础：|J | = n。断言显然成立。

归纳假设：断言在 |J | > l 时成立。

归纳: 考虑 |J | = l < n。

不失一般性，假设 1 < J。

对于任意的 i ∈ [m]和 x ∈ [0,1]，令 B(x)
i = Bi ∩ (X1 = x)。由 Fubini定理有,

B(x)
i 对几乎所有的 x ∈ [0,1]都是勒贝格可测的。不失一般性，假设 B(x)

i 对所有

的 x ∈ [0,1]都是勒贝格可测的。令 fi 是定义在 [0,1]的满足 fi(x) = µ(B
(x)
i )的勒

贝格可测函数。则我们有 µ(Bi) =
∫
[0,1] fi(x)dµ成立。注意，这里所使用的积分是

勒贝格积分。
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令 p0 = mini∈[m] pi，δ = σ
2 p0。对于任意的整数 1 ≤ k ≤ ⌈ 1

δ
⌉，考虑区间

Λk ≜


((k − 1)δ,min{kδ,1}] if k > 1

[0, δ] if k = 1
(3.1)

对于任意的整数序列 1 ≤ k1, ..., km ≤ ⌈ 1
δ
⌉，定义集合∆k1,...,km = ∩i∈[m] f −1i (Λki )。

将那些测度非 0的 ∆按任意一种方式重新编号成 ∆1, · · · ,∆K，其中 K ≤ ⌈ 1
δ
⌉m。

则我们有如下观察：

1. ∪i∈[K ]∆i ⊆ [0,1]，且 µ(∪i∈[K ]∆i) = 1；

2. ∆1, · · · ,∆K 两两互斥；

3. 对于任意的 k ∈ [K]，x, x ′ ∈ ∆k 和 i ∈ [m]，| fi(x) − fi(x ′)| ≤ δ成立。

因为 µ(∪i∈[m]Bi) = 1，对于任意的 k ∈ [K]，我们可以找到一个 xk ∈ ∆k 使得

µ(∪i∈[m]B
(xk )
i ) = 1成立。

将 I{1} 划分成 K 个离散的区间 ∆′
1, ...,∆

′
K 使得 µ(∆

′
k) = µ(∆k)对于任意的

k ∈ [K]成立。

对于任意的 i ∈ [m]，定义 B′
i ≜ ∪k∈[K ](B

(xk )
i × ∆′

k)。容易验证，对于任意

的 i ∈ [m] 和 j ∈ [n]，如果 Bi 同 Xj 独立，则 B′
i 也同 Xj 独立。因此，柱体集

B′ = {B′
1, ...,B

′
m}满足：

1. B′ ∼ GB；

2. 对于任意的 i ∈ [m]，|µ(Bi)−µ(B′
i)| ≤ δ成立。因此，qσ/2 ≤ µ(B′) ≤ qϵ−σ/2；

3. 因为 ∪k∈[K ]((∪i∈[m]B
(xk )
i ) ×∆′

k) = ∪i∈[m](∪k∈[K ](B
(xk )
i ×∆′

k)) = ∪i∈[m]B′
i，我

们有 µ(∪i∈[m]B′
i) =

∑
k∈[K ] µ(∪i∈[m]B

(xk )
i )µ(∆′

k) = 1。

考虑集合 J ′ = { j ∈ [n] : B′在维度 j 上是离散的}。B′ 的构造意味着 J ∪

{1} ⊆ J ′成立。因此，我们有 |J ′ | ≥ l + 1。对 B′应用归纳假设，我们有断言成

立。

因此，本引理成立。 □

接下来的引理证明的基本思路如下。由引理3.2，我们有存在着一个离散的

柱体集。可以证明，那些依赖于公共变量 Xj 的柱体的测度构成的向量是 dj 维向

量空间中的某些向量的某种凸组合。通过一个简单的组合论证，可以证明最多

dj 个 dj 维的向量就足以通过凸组合生成该测度向量，因而就可以得到我们所需

要的离散度。

引理 3.3. 对于任意的 ϵ > 0，存在一个 d-离散的柱体集 A ∼ GB 使得 µ(A) ≤ qϵ

且有 µ(∪A∈AA) = 1。
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证明. 由引理3.2，我们有存在一个离散的柱体集 A′ = {A′
1, ..., A

′
m} ∼ GB 使得

µ(A′) ≤ qϵ 且 µ(∪i∈[m]A′
i) = 1。令 q′ = µ(A′)，假设 A′ 的离散度为 (d ′

1, ..., d
′
n)。

接下来，通过对 l = |{ j ∈ [n] : d ′
j > dj}|做归纳，我们将证明存在这样一个 A′意

味着存在着一个符合引理条件的 A。

归纳基础：如果 l = 0，令 A = A′我们有引理成立。

归纳假设：如果 l ≤ L，则引理成立。

归纳：考虑 l = L + 1的情况。不失一般性，假设 d ′
1 > d1。

由离散的定义，我们有存在一种对 I{1} 的划分，将该轴划分成 d ′
1 个互斥的

可测集 ∆1, ...,∆d′
1
，使得 A′

i = ∪d′
1

k=1Si,k × ∆k 对于任意的 i ∈ [m] 成立，其中所

有的 Si,k 均是 I[n]\{1} 的子集。令 T = {i ∈ [m] : (i,1) ∈ E}。我们有 |T | = d1。

因为 µ(∪i∈[m]A′
i) = 1，我们有在忽略零测集时，∪i∈[m]Si,k = I[n]\{1} 对于任意的

1 ≤ k ≤ d ′
1成立。

考虑 d1维向量 π = q′ |T。注意到 µ(A′
i) =

∑
1≤k≤d′

1
µ(Si,k)δk 对于任意的 i ∈ T

成立，其中 δk = µ(∆k)。令 vk = (µ(Si,k) : i ∈ T)，我们有 π =
∑

1≤k≤d′
1
δkvk。

且 vk 与 π 都是 d1-维欧式空间 RT 中的向量。因为 δi ≥ 0 对任意的 i > 0 成立

且
∑

1≤i≤d′
1
δi = 1，从几何的视角来看，π 被包含在一个由 v1, · · · vd′

1
构成的凸包

之中。坐标原点与 π 之间的线段一定同凸包的边界有交点，假设交点为 u。且

凸包的边界有一个自然的由维度不超过 d1 − 1的三角形构成的三角剖分。因此，

u被包含在一个由 v1, · · · vd′
1
中的 K ≤ d1 个点所张成的单形之中。不失一般性，

假设这 K 个点是 v1, · · · vK。我们有存在 λ1, ..., λK > 0 使得 u =
∑

1≤k≤K λkvk 且∑
1≤k≤K λk = 1。

对于任意的 i ∈ [m]，令 A′′
i = ∪1≤k≤KSi,k×∆′

k，其中这些互斥的区间 {∆′
1, ...,∆

′
K }

是对 I{1} 的一个划分，且 µ(∆′
k) = λk 对任意的 1 ≤ k ≤ K 成立。对于任意的

i ∈ [m] \T，因为 A′
i 与变量 X1独立，我们有 Si,k 与 k 独立，即对于不同的 k > 0，

Si,k 都是相同的。因此，A′′
i = Si,1 × I{1} = A′

i。同时，容易验证，对于任意的 i ∈ T

和 j ∈ [n]，如果 A′
i 同 Xj 独立，则 A′′

i 也同 Xj 独立。

令 A′′ = {A′′
1 , ..., A

′′
m}。我们有如下观察：

1. A′′ ∼ GB；

2. µ(∪i∈[m]A′′
i ) = µ(∪k∈[K ](∪i∈[m]Si,k) ×∆′

k) =
∑

k∈[K ] µ(∪i∈[m]Si,k)λk = 1；

3. µ(A′′) ≤ µ(A′) ≤ qϵ。

令 (d ′′
1 , ..., d

′′
n )表示 A′′的离散度。A′′的构造意味着 d ′′

j ≤ d ′
j 对于任意的 j > 1成

立，且 d ′′
1 = K ≤ d1。因此，|{ j ∈ [n] : d ′′

i > di}| ≤ (L + 1) − 1 = L。对 A′′应用
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归纳假设，我们有本引理成立。 □

由引理3.3，我们有对于任意小的 ϵ > 0，存在一个 d-离散的柱体集 Aϵ，使

得 qϵ 是其测度的上界。接下来的引理将证明，上述结论对于 ϵ = 0的情况也是

成立的。证明的基本思路是，当 ϵ 趋近于 0时，Aϵ 在某种意义上是收敛的，且

其极限是一个 d-离散的柱体集。为此，我们将建立一个 d-离散的柱体集的存在

性和一个有多项式个约束的数学规划之间的等价关系。基于这种等价关系以及

约束的连续性，可以证明存在一个 Aϵ 的收敛序列，且序列的极限即是所要求的

柱体集。

引理 3.4. 存在一个 d-离散的柱体集 A ∼ GB 使得 µ(A) ≤ p且 µ(∪A∈AA) = 1。

证明. 任意选定一个正实数序列 (ϵl)l>0使得 lim
l→∞
ϵl = 0。

任意选定一个 l > 0。令向量 q(l) = (q(l)

1 , ...,q
(l)
m ) ≜ qϵl。由引理 3.3，我们

有存在一个 d-离散的柱体集 A(l) = {A(l)

1 , ..., A
(l)
m } ∼ GB 使得 µ(A(l)) ≤ q(l) 且

µ(∪i∈[m]A
(l)
i ) = 1。令 r(l) = (r(l)1 , ...,r

(l)
m ) ≜ µ(A(l))。A(l)的存在性等价于如下条件

Q。

条件 Q: 对于任意的 j ∈ [n], k ∈ [dj ]，存在 x(l)

jk
∈ [0,1] 且对于任意的 i ∈

[m], j ∈ [n], k j ∈ [dj ]存在 C(l)

i,k1,k2,...,kn
∈ {0,1}使得

1. 对于任意的 j ∈ [n], k j ∈ [dj ]，
∑

i∈[m] C
(l)

i,k1,k2,...,kn
≥ 1；

2. 对于任意的 i ∈ [m], j ∈ [n]，如果 (i, j) < E，则 C(l)

i,k1,k2,...,kn
与 k j 独立；

3. 对于任意的 i ∈ [m]，
∑

k1∈[d1],...,kn ∈[dn ](
∏

j∈[n] x(l)

jk j
)C(l)

i,k1,k2,...,kn
= r(l)i ≤ q(l)

i ；

4. 对于任意的 j ∈ [n]，
∑

k∈d j
x(l)

jk
= 1。

直观地说，d-离散意味着每个维度 j 被划分成 dj 个小段，其中第 k 个小段的

长度为 x(l)

jk
。这意味着单位超立方体 In 被划分成一些小的子立方体，其中第

(k1, k2, ..., kn)个子立方体的测度为
∏

j∈[n] x(l)

jk j
。变量C(l)

i,k1,k2,...,kn
用来标示第 (k1, k2,

..., kn)个子立方体是否在柱体 A(l)
i 之中。因此，A(l)的存在性与条件 Q成立的等

价关系是显然的。

因为 i ∈ [m]，对于任意的 j ∈ [n] 有 k j ∈ [dj ]，且对于任意的 i ∈ [m], j ∈
[n], k j ∈ [dj ]，C(l)

i,k1,k2,...,kn
∈ {0,1}，我们有 i, k1, k2, ..., kn 与 C(l)

i,k1,k2,...,kn
都是在有限

集合上取值，且集合的大小与 l 无关。因此，存在一个 l 的子序列使得对于任意

给定的 i, k1, k2, ..., kn，C(l)

i,k1,k2,...,kn
是一个常数。令这个常数为 Ci,k1,k2,...,kn。不失一

般性，我们假设这个子序列即是整个序列。
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任意选定 j ∈ [n]和 k ∈ [dj ]。则序列 {x(l)

jk
}l≥1一定包含一个收敛子序列，因为

区间 [0,1]是一个紧致的拓扑空间。不失一般性，我们再次假设整个序列 {x(l)

jk
}l≥1

收敛。令序列的极限为 xjk。

类似的，不失一般性，我们可以假设对于任意的 i ∈ [m]，序列 {r(l)i }l≥1收敛。
令 ri = lim

l→∞
r(l)i 。显然，对于任意的 i ∈ [m]，我们有 ri ≤ lim

l→∞
q(l)
i = pi。

当 l 趋近于无穷时，我们有 {xjk : j ∈ [n], k ∈ [dj ]}, {Ci,k1,k2,...,kn : i ∈ [m], k j ∈

[dj ], j ∈ [n]} 满足条件 Q。因此，我们有存在一个 d-离散的柱体集 A ∼ GB 使得

µ(A) = (r1, ...,rm) ≤ p且 µ(∪A∈AA) = 1。 □

注. 引理3.4的证明过程中用到的等价性隐含着一个判定概率向量是否属于 GB的

变量内部的充分必要条件。即,向量 q = (q1, ...,qm) ∈ VE(GB)当且仅当对于任意

的 j ∈ [n], k ∈ [dj ]，存在 xjk ∈ [0,1]且对于任意的 i ∈ [m], j ∈ [n], k j ∈ [dj ]存在

Ci,k1,k2,...,kn ∈ {0,1}使得

1. 对于任意的 j ∈ [n], k j ∈ [dj ]，
∑

i∈[m] Ci,k1,k2,...,kn ≥ 1；

2. 对于任意的 i ∈ [m], j ∈ [n]，如果 (i, j) < E，则 Ci,k1,k2,...,kn 与 k j 独立；

3. 对于任意的 i ∈ [m]，
∑

k1∈[d1],...,kn ∈[dn ](
∏

j∈[n] xjk j )Ci,k1,k2,...,kn ≤ qi；

4. 对于任意的 j ∈ [n]，
∑

k∈[d j ] xjk = 1。

接下来的引理将证明引理3.4中得到的柱体集 A满足 µ(A) = p。粗略地说，

如果存在 Ai 和 Aj 都依赖于变量 Xl 且满足 µ(Ai) < pi, µ(Aj) = pj，我们可以从

Aj 上切下来一个垂直于坐标轴 Xl 薄片，并通过给 Ai 补上另一个垂直于坐标轴

Xl 的薄片来填补缺失的空间。在这样操作后，我们有 µ(Ai) < pi, µ(Aj) < pj。且

该操作没有引入额外的相关性，整个超立方体依然被填满。重复上述操作，我们

最终得到的柱体集满足 µ(Ak) < pk 对于任意的 k ∈ [m]成立，这同 p是变量边界

向量相矛盾。

引理 3.5. 如果存在柱体集A ∼ GB满足 µ(A) ≤ p且 µ(∪A∈AA) = 1，则 µ(A) = p。

证明. 首先，我们证明如下断言。

断言：假设存在一个柱体集 A ∼ GB 使得 µ(A) < p且 µ(∪A∈AA) = 1。则存

在 ϵ > 0和一个柱体集 B ∼ GB 满足 µ(B) ≤ (1 − ϵ)p且 µ(∪B∈BB) = 1。

对断言的证明：任意选定A ∼ GB使得 r ≜ µ(A) < p且 µ(∪i∈[m]Ai) = 1。假设

A = {A1, ..., Am}，p = (p1, ..., pm)，r = (r1, ...,rm)。令∆(r,p) = |{i ∈ [m] : ri < pi}|。
我们对 ∆(r,p)归纳。
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归纳基础：∆(r,p) = m。选定 ϵ > 0使得 r ≤ (1− ϵ)p。令 B = A，我们有断

言成立。

归纳假设：断言对于任意的 ∆(r,p) > K 成立。

归纳：考虑∆(r,p) = K < m的情形。选定 i, j ∈ L(GB)使得 ri < pi，rj = pj，

且 N (i) ∩ N ( j) , ∅。因为我们假设 GB 的基图是连通的，因此满足上述条件的

i, j 一定存在。

令 δ = min{pi − ri, pj}。任意选定 l0 ∈ N (i) ∩ N ( j) ⊆ [n]。令 Dx 表示柱体

[x, x + δ
2 ] × I[n]\{l0 } ⊂ In，其中 0 ≤ x ≤ 1 − δ

2。因为 δ ≤ pj，则一定存在 x 使得

0 < µ(Dx ∩ Aj) < pj。任意选定一个这样的 x。令 A′
j = Aj \ Dx，A′

i = Ai ∪ Dx。

对于任意的 k ∈ [m] \ {i, j}，令 A′
k = Ak。考虑柱体集 A′ = {A′

1, ..., A
′
m}。令

r′ = (r ′
1, ...,r

′
m) ≜ µ(A′)。我们有如下观察：

1. r ′
i ≤ ri + δ

2 < pi 且 0 < pj − δ
2 ≤ r ′

j = pj − µ(Dx ∩ Aj) < pj ,因此 r′ < p；

2. A′ ∼ GB，因为 A ∼ GB 且对于任意的 (k, l) < E，A′
k 不依赖于 Xl；

3. µ(∪i∈[m]A′
i) = 1，因为 µ(∪i∈[m]A′

i) ≥ µ(∪i∈[m]Ai)) = 1。

注意到 ∆(r′,p) = ∆(r,p) + 1 > K。对 A′应用归纳假设，我们有断言成立。

现在我们回到引理的证明。假设存在一个柱体集A ∼ GB使得 µ(∪A∈AA) = 1

且 µ(A) < p。由之前的断言，我们有存在 ϵ > 0 和一个柱体集 B ∼ GB 满足

µ(B) ≤ (1 − ϵ)p且 µ(∪B∈BB) = 1。这与 p ∈ V∂(GB)相矛盾。 □

定理 3.6. 给定一个二部图 GB = ([m], [n],E) 和 p ∈ V∂(GB)，令 d = (d1, ..., dn)，

其中 dj 是顶点 j ∈ R(GB) 的度。则存在一个 d-离散的柱体集 A ∼ GB 使得

µ(∪A∈AA) = 1且 µ(A) = p。

证明. 由引理3.4和引理3.5，我们有本定理成立。 □

定理3.6和引理3.5本质上给出了一个判定二部图的变量边界的充分必要条

件：p是一个变量边界向量当且仅当它是使得定理3.6中所描述的柱体集存在的

最小向量。因为要满足离散度要求，这类柱体集最多只有有限多种可能的形式，

因此，柱体集的存在性至少可以用穷举的方法来检查。从这层意义上说，我们不

止能判定变量边界向量，我们还能构造性地找到“最差情况下”的柱体集（即这

些柱体并起来的测度最大）。方法如定理3.7所述。

定理 3.7. 给定二部图 GB = ([m], [n],E)，令 d = (d1, ..., dn)，其中 dj 是顶点 j ∈
R(GB)的度。对于任意的 q ∈ (0,1)m，λq是 GB 的变量边界向量当且仅当 λ是如
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下规划的最优解：

min λ

s.t. 1.对于任意的 j ∈ [n], k j ∈ [dj ]，
∑
i∈[m]

Ci,k1,k2,...,kn ≥ 1；

2.对于任意的(i, j) ∈ ([m] × [n]) \ E，Ci,k1,k2,...,kn不依赖于k j；

3.对于任意的i ∈ [m]，
∑

k1∈[d1],...,kn ∈[dn ]

(
∏
j∈[n]

xjk j )Ci,k1,k2,...,kn = λqi；

4.对于任意的 j ∈ [n]，
∑
k∈[d j ]

xjk = 1；

5.对于任意的 j ∈ [n], k ∈ [dj ]，xjk ∈ [0,1]；

6.对于任意的i ∈ [m], j ∈ [n], k j ∈ [dj ]，Ci,k1,k2,...,kn ∈ {0,1}。

给定上述规划的一个解，通过把每个坐标轴 Xj划分成长度分别为 xj1, · · · , xjd j

的 dj 个小区间，In被划分成了多个子立方体。对于任意的 i ∈ [m]，令 Ai 表示所

有标号 (k1, k2, ..., kn)满足 Ci,k1,k2,...,kn = 1的子立方体的并。则A = {A1, ..., Am}满

足定理3.6的要求。

我们还是以图1.1 (b)中的二部图为例，来具体说明定理3.7中规划的直观含

义。该规划的第 4条和第 5条约束合起来限定了，变量 xj 只有 dj 种取值。因为

图1.1 (b)满足 d1 = d2 = d3 = 2，则每个变量只有两种取值。因此，三维空间中

单位立方体被划分成了八个小立方体，如图3.2所示。该规划的第 6条约束限定

了 A1, A2, A3 中的每一个柱体都是其中若干个小立方体的并。该规划的第 2条约

束限定了 A1, A2, A3 是同图1.1 (b)一致的柱体，如 A1 不能同 x3 相关。该规划的

第 3条约束限定了柱体集满足测度要求，即对于任意的 i ∈ [3]，柱体 Ai 的测度

恰好为 λqi。该规划的第 1条约束限定了这八个小立方体中的每一个一定要被某

个柱体覆盖，因而，整个单位立方体被柱体集的并撑满。

由定理3.6，对于任意的 p ∈ V∂(GB)，存在着“最差情况下”的柱体集是 d-离

散的。接下来，我们将把这一结果推广到非变量边界向量的情况。接下来的推论

处理的是 p在 GB的变量内部的情况。其基本思路是向原始的柱体集中添加一个

额外的柱体，使得它们的并的测度为 1。通过最小化额外添加的柱体的测度，原

始的柱体的并的测度将被最大化。因此，由定理3.6，我们可以得到原始柱体的

离散度。

推论 3.8. 给定一个二部图 GB = ([m], [n],E) 和概率向量 p ∈ VI(GB)，令 d =
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图 3.2定理3.7中规划的直观含义

(d1, ..., dn)，其中 dj 是顶点 j ∈ R(GB)的度。令 d′ = (d1 + 1, ..., dn + 1)。则存在

着一个 d′-离散的柱体集 B = argmaxA∼GB ,µ(A)=p µ(∪A∈AA)。

证明. 令 ξ = supA∼GB ,µ(A)=p µ(∪A∈AA)。假设 ξ < 1。令 G′
B = ([m+ 1], [n],E ′)，其

中 E ′ = E ∪ {(m + 1, j) : j ∈ [n]}。令 p′ ∈ (0,1]m+1 满足如下条件：对于任意的

1 ≤ i ≤ m，p′
i = pi，且 p′

m+1 = 1 − ξ。

任意选定 ϵ > 0和 0 < δ < ϵ(1 − ξ)。则我们有如下两个结论：

1. 存在一个柱体集 A′ ∼ G′
B 满足 µ(A′) ≤ (1+ ϵ)p′且 µ(∪A∈A′ A) = 1。这有

如下两个方面的原因。一方面，由 ξ 的定义，我们有存在一个柱体集 A ∼ GB 满

足 µ(A) = p且 µ(∪A∈AA) ≥ ξ−δ。另一方面，令 Am+1为任意一个满足 µ(Am+1) =

(1+ ϵ)(1 − ξ)且 ∩A∈AA ⊆ Am+1的柱体。容易验证 A′ = A ∪ {Am+1}即是满足条

件的柱体集合。

2. 对于任意满足 µ(A′) = (1−ϵ)p′的柱体集A′ ∼ G′
B，我们有 µ(∪A∈A′ A) < 1。

证明如下。任意选定一个测度为 µ(A′) = (1− ϵ)p′的柱体集A′ = {A1, ..., Am+1} ∼

G′
B。则我们有 A = A′ \ {Am+1} ∼ GB 且 µ(A) = (1 − ϵ)p。由 ξ 的定义有，
µ(∪A∈AA) ≤ ξ。则有 µ(∪A∈A′ A) ≤ µ(∪A∈AA) + µ(Am+1) = ξ + (1 − ϵ)(1 − ξ) < 1。

因此，我们有 p′ ∈ V∂(G′
B)。由定理3.6，我们有存在一个 d′-离散的柱体集

A′ = {A1, ..., Am+1} ∼ G′
B 满足 µ(A′) = p′ 且 µ(∪A∈A′ A) = 1。同样的，我们有

A = A′ \ {Am+1} ∼ GB 且 µ(A) = p。又因为 1 = µ(∪A∈A′ A) ≤ µ(∪A∈AA) +

µ(Am+1) ≤ ξ + 1 − ξ = 1，我们有 µ(∪A∈AA) = 1 − µ(Am+1) = ξ。

接下来我们来处理 ξ = 1 的情况。令 G′
B = ([m + 1], [n],E ′)。对于任意的

ϵ > 0，令向量 p(ϵ) ≜ (p1, ..., pm, ϵ)。类似于前述的结论一的证明，我们有存在一

个柱体集 A(ϵ) ∼ G′
B 满足 µ(A(ϵ)) ≤ p(ϵ)且 µ(∪A∈A(ϵ) A) = 1。类似于引理3.4，我

们可以证明 p = limϵ→0 p(ϵ) 在二部图 GB 的变量外部，这和假设 p ∈ VI(GB)相

矛盾。因此，我们有 ξ , 1。证毕。 □
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接下来的推论说明了，对于任意的 p ∈ VE(GB)，也存在着一个离散度很小

的柱体集。此推论的证明思路同推论3.8的证明思路相反。某些事件或者某个事

件的一部分会被移除，使得剩下的事件恰好填满单位整个超立方体。因此，沿着

定理3.6的思路可以将余下的事件离散化。最后，对离散化的方法稍加改进，可

使得被移除的事件也被离散化。

推论 3.9. 给定一个二部图 GB = ([m], [n],E) 和概率向量 p ∈ VE(GB)，令 d =

(d1, ..., dn)，其中 dj 是顶点 j ∈ R(GB)的度。则存在一个 d̃-离散的柱体集A ∼ GB

满足 µ(A) = p且 µ(∪A∈AA) = 1，其中，对于某个 j0 ∈ [n]，d̃j0 = dj0 + 1，对于任

意的 j , j0，d̃j = dj。

证明. 我们对 m做归纳。

归纳基础: m = 1。此时推论显然成立。

归纳假设: 推论对任意的 m < M 成立。

归纳: 考虑 m = M 的情况。令 G′
B = ([m − 1], [n],E ′)为 GB 的一个诱导子图，

且 p′ = (p1, ..., pm−1)。接下来我们分两种情况来证明。

情况 1: p′ ∈ VE(G′
B)。对于任意的 j ∈ [n]，令 d ′

j = |{i ∈ [m − 1] : (i, j) ∈

E ′}|。由归纳假设有，存在一个 d̃′-离散的柱体集 A′ ∼ G′
B 满足 µ(A′) = p′ 且

µ(∪A∈A′ A) = 1，其中，对于某个 j0 ∈ [n]，d̃ ′
j0

= d ′
j0
+ 1, 对于任意的 j , j0，

d̃ ′
j = d ′

j。

不失一般性，假设 (m,n) ∈ E。则 A′在维度 n上的离散度为 d̃ ′
n 意味着 I

{n}

被划分为 d̃ ′
n个互斥的区间。现在，我们将这个划分改进为 d̃ ′

n + 1个区间使得某

些区间的并是 [0, pm]。令A = A′∪{Am}，其中 Am = In−1× [0, pm]。则有 µ(A) = p

且 µ(∪A∈AA) = 1。

显然，A是 (d̃ ′
1, ..., d̃

′
n−1, d̃

′
n+1)-离散的。如果 j0 = n，则对于任意的 j ≤ n−1，

d̃ ′
j = d ′

j ≤ dj，且 d̃ ′
n + 1 = (d ′

n + 1) + 1 = dn + 1。如果 j0 , n，则对于任意的

j < { j0,n}，d̃ ′
j = d ′

j ≤ dj，且 d̃ ′
j0
= d ′

j0
+ 1 ≤ dj0 + 1，d̃ ′

n + 1 = d ′
n + 1 = dn。因此，

令 d̃ = (d1, ..., dj0−1, dj0 + 1, dj0+1, ..., dn)。我们始终有 A是 d̃-离散的。

情况 2: p′ ∈ VI(G′
B)。令 p′′ = (p1, ..., pm−1, p′′

m) ∈ (0,1]m，其中 0 < p′′
m ≤ pm

使得 p′′ ∈ V∂(GB)成立。由定理3.6，我们有存在一个 d-离散的柱体集 A′′ ∼ GB

使得 µ(A′′) = p′′且 µ(∪A∈A′′ A) = 1。与之前类似，不失一般性，假设 (m,n) ∈ E。

与情况 1类似，A′′的离散度隐含着 I{n} 的划分方式。我们类似地改进划分的方

式并构造需要的柱体集 A。证明的细节略去。 □

28



第 3章变量版本局部引理

注. 上述这些定理和推论意味着，给定一个二部图和 (0,1]m中的概率向量，存在

着最差情况下的柱体集可以被离散化。更重要的是，该柱体集的离散度只由二部

图本身决定。

定理3.6，3.7和推论3.8，3.9中提到的离散度是紧的。考虑完全二部图 GB =

([m], [1], {(1,1)})。对于任意的 p ∈ (0,1]m，p ∈ VI(GB)当且仅当
∑

i∈[m] pi < 1，且

p ∈ V∂(GB)当且仅当
∑

i∈[m] pi = 1。不难验证，对于这个例子，上述定理和推论

中提到的离散度都是紧的。

3.3 圈二部图的变量边界

在本节中，我们计算圈二部图的变量边界。粗略地说，一个由变量生成的事

件系统，如果满足当把这些事件看作是圈的顶点时邻居（且只有邻居）共用公共

的随机变量，则这个事件系统可以由圈二部图来建模。目前所知的唯一一个变量

版本与抽象版本有差异的例子即是长为 4的圈二部图。

定义 3.3 (圈二部图). 如果一个二部图GB的基图GD(GB)是一个长为 n的圈，我们

称该二部图为长为 n的圈二部图。当 n = 3时，我们还额外要求∩i∈L(GB)N (i) = ∅。

在不引起歧义的情况下，长为 n的圈二部图也简称为圈二部图。

定义 k(mod n)为 (k −1)(mod n)+1。容易证明，任何一个长为 n的圈二部图

的变量边界同二部图 Gn = ([n], [n],En)的变量边界相同，其中 En = {(i, i), (i, (i +

1)(mod n)) : i ∈ [n]}。我们称 Gn为标准的长为 n的圈二部图。因此，我们在本小

节中只考虑 Gn。容易验证，标准的长为 n的圈二部图其实是一个长为 2n的圈。

为了简化符号，在不引起歧义的前提下，我们将省略符号 “(mod n)”。

以下是一个同圈二部图相关的概念。

定义 3.4 (线二部图). 我们称一个二部图 GB 为长为 n的线二部图当且仅当其基

图 GD(GB)是一条长为 n的路径。在不引起歧义的情况下，长为 n的线二部图也

简称为线二部图。

一个惊人的结论是，在某种意义下圈二部图与线二部图等价：任何一个长

为 n的圈二部图的变量边界向量也是长为 n的线二部图的变量边界向量。因此，

为了找到圈二部图特定方向的变量边界向量，其某两个相邻的事件可以通过忽

略公共变量来解耦，即这两个事件变得独立。在此意义下，我们说圈被断开了。

即，我们有如下定理。
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Xi

Xj

0 1

1

图 3.3对 I{i, j } 的划分

定理 3.10. 对于任意的向量 p ∈ V∂(Gn)，存在一个 d-离散的柱体集 A ∼ Gn满足

µ(A) = p，µ(∪A∈AA) = 1，且 d < (2,2, ...,2)。

注. d < (2,2, ...,2)意味着存在 j ∈ [n]满足 dj = 1。则所有的柱体，包括 Aj 和

Aj+1，都同 Xj 独立。令 G { j }
n 为通过移除顶点 j ∈ R(Gn) 得到的长为 n 的线二

部图。则我们有柱体集 A也同 G { j }
n 一致，这意味着 p ∈ VE(G { j }

n )。因为有假设

p ∈ V∂(Gn)，且不难验证 VE(G { j }
n ) ⊆ VE(Gn)，则 p一定是 G { j }

n 的变量边界向

量。

为了证明定理3.10，首先任意选定 p ∈ V∂(Gn)。由定理 3.6，我们有存在一

个 (2,2, ...,2)-离散的柱体集 A ∼ Gn 使得 µ(A) = p且 µ(∪A∈AA) = 1。任意选定

一个这样的柱体集 A = {A1, ..., An}。对于任意的 i ∈ [n]，令 Bi 为事件 Ai 的基，

即 Bi满足 Bi ⊆ I{i,i+1}且 Ai = Bi × I[n]\{i,i+1}。对于任意的 1 ≤ i, j ≤ n，如果 i ≤ j，

令 Bi j = {Bi, ...,Bj}，否则令 Bi j = {Bi, ...,Bn,B1, ...,Bj}。

对于任意的 S1 ⊆ I{i, j },S2 ⊆ I{ j ,k } 满足 i , j , k，令 F(S1,S2)为最大的满足

S × I[n]\{i,k } ⊆ S1 × I[n]\{i, j } ∪ S2 × I[n]\{ j ,k } 的集合 S ⊆ I{i,k }。对于任意的 2 < l ≤ n，

令 F(S1,S2, ...,Sl) = F(S1,F(S2,S3, ...,Sl))。

对于任意的 i , j ∈ [n]，我们有 F(Bi, j) = F(Bi,F(Bi+1, j)) = F(F(Bi, j−1),Bj)。

为了简单起见，令 F(Bi,i) = Bi。不难验证，F(Bi, j)拥有如下性质：对于任意的

i ≤ j，µ(∪A∈AA) = 1当且仅当 µ(F(Bi, j) ∪ F(Bj+1,i−1)) = 1。

由 A的离散度，我们有所有的 I{i, j } 都被划分为四个长方形，如图3.3所示。

且只有其中某些矩形的并是有意义的。图3.4列举出了 4 类 14 种非平凡的矩形

的并，4类分别为 T1, ...,T4，14种分别为 T11 到 T44。对于任意的 i, j ∈ [n]，Bi 和

F(Bi, j)一定分别是对 I{i,i+1} 和 I{i, j+1} 的 14种划分之一。

引理 3.11. 对于任意的 i, j ∈ [n]，F(Bj+1,i−1) = I
{i, j } \ F(Bi, j)。

证明. 因为 µ(∪A∈AA) = 1，我们有 µ(F(Bj+1,i−1)∪F(Bi, j)) = 1，这等价于 F(Bj+1,i−1)

⊇ I{i, j } \F(Bi, j)。由 F的定义，我们有任意的 F(Bi, j)和 F(Bj+1,i−1)一定是图 3.4所
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图 3.4对 I{i, j } 的 14种划分，其中阴影部分为柱体的投影

示的 14种可能之一。

假设 F(Bi, j) ∩ F(Bj+1,i−1)) , ∅。则 F(Bi, j) 中一定有一个小矩形可以被移

除，同时还保持性质 µ(F(Bj+1,i−1) ∪ F(Bi, j)) = 1 成立。这可以通过从 Bi 或

F(Bi+1, j)中移除一个小矩形来实现。按此迭代下去，我们有即使某个 Bi, j 减小，

µ(F(Bj+1,i−1) ∪ F(Bi, j)) = 1仍然成立。由引理3.5及假设 p ∈ V∂(Gn)，即可导出

矛盾。 □

接下来，我们分析 Bi,Bi+1的类型需要满足什么关系。

如果某个事件 Bi 属于类 T2，则 Ai 同 Xi 和 Xi+1 二者之一独立。容易验证，

A在维度 i和 i + 1中有一个是 1-离散的。因此，我们有如下引理。

引理 3.12. 对于某个 i ∈ [n]，如果 Bi 属于类 T2，则 A的离散度小于 (2,2, ...,2)。

证明. 任意选定 i ∈ [n]满足 Bi属于类T2。不失一般性，假设 Bi与变量 Xi独立。这

意味着除了 Bi−1的所有事件都同 Xi 独立。由引理3.11有 Bi−1 = I
{i−1,i } \ F(Bi,i−2)

也同 Xi 独立。因此，柱体集 A不依赖于 Xi，也就是说，它在维度 i上是 1-离散

的。 □

引理 3.13. 对于任意的 i, j ∈ [n]满足 i < j 或 i > j + 1，我们有如下结论：

1. 如果 F(Bi, j)属于类 T1，则 Bi 与 F(Bi+1, j)均属于类 T1。
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2. 如果 F(Bi, j)属于类 T3，则 Bi 与 F(Bi+1, j)均属于类 T3。

3. 假设 Bi, j 中的基均不属于类 T2。如果 F(Bi, j)属于类 T4，则 Bi与 F(Bi+1, j)

中的一个属于类 T1，另一个属于类 T4。

证明. 对于上述三种情况，都容易验证如下两个事实。第一，引理中所述的 Bi和

F(Bi+1, j)的类型组合是可行的，即可以生成所要求的 F(Bi, j)的类型。第二，引

理中所述的类型组合是最小的，即如果 Bi 与 F(Bi+1, j)是其他可行的类型，则在

不改变 F(Bi, j)的前提下，其中至少有一个可以减小。因此，同引理3.11的证明类

似，在不改变 F(Bi, j)的前提下，Bi, j 中至少有一个事件可以减小。这里，我们省

略这两个事实的证明细节。

由上述第二个事实和引理3.5，因为 p是一个变量边界向量，我们有不存在

其他可能的类型组合。 □

接下来的引理表明，如果 B1, ...,Bn 均不属于类 T2，则 B1, ...,Bn 最多只有两

种不同的类型组合。

引理 3.14. 如果 B1, ...,Bn均不属于类 T2，则 B1, ...,Bn最多只有两种可能的类型组

合。

1. T1-dominant: 除了某个基属于类 T4以外，其他的基都属于类 T1。

2. T3-dominant: 所有的基都属于类 T3。

证明. 分类讨论如下。

情况 1: B1 属于类 T1。由引理3.11，F(B2,n) 属于类 T4。对 F(B2,n) 应用引

理3.13，我们有如下两种可能性：一是 B2 属于类 T4 且 F(B3,n)属于类 T1，另一

种是 B2 属于类 T1 且 F(B3,n)属于类 T4。之后，对 F(B3,n)迭代地使用引理3.13。

综合上述两种可能性，我们有所有的基中只有一个属于类 T4，其余都属于类 T1。

情况 2: B1 属于类 T3。由引理3.11，F(B2,n) 属于类 T3。对 F(B2,n) 应用引

理3.13，我们有 B2和 F(B3,n)都属于类 T3。重复上述过程，我们有所有的基都属

于类 T3。

情况 3: B1属于类 T4。由引理3.11，F(B2,n)属于类 T1。对 F(B2,n)迭代地使

用引理3.13，我们有其他所有的 Bi 都属于类 T1。 □

然而，下面两个引理将分别排除掉以上两种可能性。

引理 3.15. 类型组合 T3-dominant不可能出现。
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图 3.5所有的基都属于类 T3是不可能的

证明. 采用反证法。假设所有的 Bi都属于类 T3。则 F(B1,n−2)也属于类 T3。不失一

般性，假设 F(B1,n−2)和 Bn−1分别如图3.5(a)和3.5(b)所示。则 µ(An−1) = ce+ df。

假设 c ≤ d。

一方面，F(B1,n−1)如图3.5(c)所示。由引理3.11，Bn一定如图3.5(d)所示。我

们有 µ(An) = ac + bd。

另一方面，对于任意的 1 ≤ i ≤ n − 2，我们可以通过恰当地移除 Bi 的两

个小矩形中的某一个，来构造 B′
i，使得 F(B′

1,n−2) 如图3.5(e) 所示。令 B′
n−1 如

图3.5(f)所示。容易验证，F(B′
1,n−1)一定如图3.5(g)所示。令 B′

n如图 3.5(h)所示。

令 A′表示基分别为 B′
1, ...,B

′
n的柱体构成的集合。则我们有如下结论：对于任意

的 1 ≤ i ≤ n − 2，µ(A′
i) < µ(Ai)；对于任意的 i ∈ {n,n − 1}，µ(A′

i) = µ(Ai)；且

P(∪i∈[n]A′
i) = 1，A′ ∼ Gn。因为 p是一个变量边界向量，由引理3.5，即可导出矛

盾。

□

引理 3.16. 类型组合 T1-dominant不可能出现。

证明. 采用反证法。不失一般性，假设 Bn 属于类 T4，其他的 Bi 属于类 T1。我

们进一步假设，对于任意的 1 ≤ i ≤ n − 1，Bi 属于类型 T14，如图3.4(a) 所示。

令 (p1, ..., pn) = p。我们有对于任意的 1 ≤ i ≤ n − 1，aibi = pi，且对于任意的

1 ≤ j ≤ n − 2，bj + aj+1 = 1。这些参数 ai 和 bi 的设置应该使得 F(B1,n−1)的测

度，即 a1bn−1，最大化。

33



关于经典变量、对易与量子版本洛瓦兹局部引理的研究

令 x = bn−2 ∈ (0,1)。则 bn−1 = pn−1
1−x，an−2 = f0(x) ≜

pn−2
x
，且对于任意的

1 ≤ k ≤ n − 3，an−2−k = fk(x) ≜
pn−2−k

1− fk−1(x)。令 g(x) ≜ a1bn−1 = fn−3(x)
pn−1
1−x。

为了最大化 g(x)，我们考虑它的倒数 dg(x)

dx
= fn−3(x)

pn−1
(1−x)2 +

d fn−3(x)
dx

pn−1
1−x。因

为我们只关心 dg(x)

dx
的符号，令 h(x) ≜ dg(x)

dx

(1−x)2
pn−1

= fn−3(x)+
d fn−3(x)

dx
(1− x)。容易

验证 dh(x)

dx
=

d2 fn−3(x)
d2x

(1 − x)。

同时，对于任意的 0 ≤ k ≤ n−4，d2 fk+1(x)

d2x
= pn−3−k

(1− fk (x))2
d2 fk (x)

d2x
+2 pn−3−k

(1− fk (x))3

(
d fk (x)

dx

)2
。

因为 d2 f0(x)

d2x
> 0，由归纳法容易验证 d2 fk (x)

d2x
> 0对于任意的 1 ≤ k ≤ n − 3成立。

综上所述，我们有当 x ∈ (0,1)时， dh(x)

dx
> 0。这意味着有如下三种可能性：

1. 对于任意的 x ∈ (0,1)，h(x) > 0；

2. 对于任意的 x ∈ (0,1)，h(x) < 0；

3. 存在 x0 ∈ (0,1)使得当 x ∈ (0, x0)时，h(x) < 0，当 x ∈ (x0,1)时，h(x) > 0，

且 h(x0) = 0。

因为 h(x) 和 dg(x)

dx
的符号相同，则 g(x) 要么在 (0,1) 上是单调的，要么在

(0, x0)上单调递减，在 (x0,1)上单调递增。

另一方面，我们将证明 x = bn−2 的取值构成 (0,1)上的一个闭区间。首先，

因为 1 ≥ bn−1 =
pn−1
1−x，x随着 bn−1的增大而增大，因此，x在 Bn−1属于类 T2时达

到上界。其次，容易验证 x随着 a1的增大而减小，因此，x在 B1属于类 T2时达

到下界。

因为 g(x)在 x达到上界或下界时取得极大值，则当 g(x)取得极大值时，Bn−1

和 B1中有一个属于类 T2，这和我们的假设，F(B1,n−1)的测度在 Bn属于类 T4，其

他的 Bi 均属于类 T1时取得最大值相矛盾。 □

现在，我们来证明定理3.10。

证明. 由引理3.12, 3.14, 3.15, 3.16，我们有定理3.10成立。 □

定理 3.17. 给定一个向量 p ∈ (0,1)n，对于任意的 i ∈ [n]，令 λi 为如下方程组的

最小正数解: b1 = λpi，对任意的 2 ≤ k ≤ n − 1，bk =
λpk+i−1
1−bk−1

，bn−1 = 1 − λpi−1。

令 λ0 = mini∈[n] λi。则 λ0p是长为 n的圈二部图的变量边界向量。

证明. 任意选定一个向量 p ∈ (0,1]n。由引理3.1，存在一个唯一的 λ > 0 使得

λp ∈ V∂(Gn)。由定理3.10，存在一个 d-离散的柱体集 A ∼ Gn 使得 µ(A) = λp，

µ(∪A∈AA) = 1，且 d < (2,2, ...,2)。则每一个 Ai ∈ A都有一个基 Bi ∈ I{i,i+1}。任

意选定一个 i ∈ [n]使得 di = 1，则有 Bi 和 Bi−1均属于类 T2，且 F(Bi−1,i)属于类
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T4。更精确地说，Bi−1属于类型 T23或 T24，且 Bi属于类型 T21或 T22。由引理3.11，

F(Bi+1,i−2)属于类 T1。由引理3.13，可以证明，对于任意的 j < {i − 1, i}，Bj 属

于类 T1。这些类型均如图3.4所示。使用图3.4中的标记，容易验证 ai−1 = λpi−1，

bi = λpi，对于任意的 j , i − 1，有 bj + aj+1 = 1，且对于任意的 k < {i − 1, i}，
有 bkak = λpk。消掉所有的 a，并恰当地调整 b的下标，即可得到本定理中的方

程组。因此，这个唯一的 λ，即 λ0，即是方程组的解。

对于任意的 0 < λ′ < λ0，令 b′
1 = λ′pi，对于任意的 2 ≤ k ≤ n − 1，令

b′
k =

λ′pk+i−1
1−b′

k−1
。利用归纳法可以证明，对于任意的 1 ≤ k ≤ n − 1，0 < b′

k < bk 成

立。另一方面，如果 b′
n−1 = 1 − λ′pi−1 成立，则 b′

n−1 > bn−1，由此导出矛盾。因

此，λ′不可能是定理中方程组的一个解。综上所述，λ0是方程组的最小正数解。

证毕。 □

作为定理3.17的一个应用，我们将显式地给出长为 3的圈二部图的变量边界

向量。

例 3.1. 对于 G3,考虑任意满足 p1 + p2 + p3 = 1的概率向量 p ∈ (0,1)3。对于任意

的 i ∈ {1,2,3}，我们有 λi =
1−
√
1−4pipi−1
2pipi−1

。因为函数 1−
√
1−2x
x
在 x > 0时随 x单调递

增，则最终的 λ0 为 λj，其中 pipi−1 在 i = j 时取得极大值。例如，如果 p1 ≥ p2

且 p1 ≥ p3，则 λ3p =
1−
√
1−4p2p3
2p2p3

p是一个变量边界向量。

具体的，G3的变量边界如图3.6所示。可以看到，G3的变量边界是一个凸多

边形，同图1.2所示的其基图的抽象边界是三角形不同。

35



关于经典变量、对易与量子版本洛瓦兹局部引理的研究

 

图 3.6 G3的变量边界

3.4 变量版本与抽象版本之间的差异

在本小节中，我们分析在什么条件下 Shearer界对于变量版本局部引理依然

是紧的。

3.4.1 差异存在的判定定理

定义 3.5 (互斥). 给定一个事件集 A和图 GD，如果 GD 是 A的一个依赖图，且

对于任意 i, j 满足 i ∈ Γj，µ(Ai ∩ Aj) = 0，我们称事件集 A相对于依赖图 GD 是

互斥的。如果柱体集 A同二部图 GB 一致，且 A相对于 GD(GB)是互斥的，我

们称A相对于 GB是互斥的。在不引起歧义的前提下，我们将省略“相对于 GD”

和“相对于 GB”。

如下引理说明了，只要概率足够小，则总存在着一个互斥的柱体集。

引理 3.18. 对于任意的二部图GB，存在一个 ϵ > 0使得对于任意的向量 p ∈ (0, ϵ)m，

存在一个相对于 GB 互斥的柱体集 A满足 µ(A) = p。

证明. 令GB = ([m], [n],E)。对于任意的 i ∈ L(GB)，令 Ai = {(x1, ..., xn) :对于任意的
j ∈ N (i)，i−1

m
≤ xj <

i
m
}。显然，{A1, ..., Am}相对于GB互斥。令 ϵ = mini∈L(GB) µ(Ai)，

有此引理成立。 □

定义 3.6 (抽象内部). 一个依赖图GD = ([m],E)的抽象内部，用 I(GD)表示，定义

为集合 {p ∈ (0,1)m : P
(
∩A∈AA

)
> 0对于任意满足 P(A) = p的事件集 A ∼a GD
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成立 }，其中，“A ∼a GD”表示 GD 是 A的依赖图。给定一个二部图 GB，我们

将 I(GD(GB))简写为 I(GB)。

显然，对于任意的二部图 GB，我们有 I(GB) ⊆ VI(GB)。

定义 3.7 (抽象边界). 一个依赖图 GD = ([m],E)的抽象边界，用 ∂(GD)表示，定

义为集合 {p ∈ (0,1]m : (1 − ϵ)p ∈ I(GD)且(1+ ϵ)p < I(GD)对于任意的 ϵ ∈ (0,1)

成立 }。我们称 p ∈ ∂(GD)为 GD 的抽象边界向量。给定一个二部图 GB，我们将

∂(GD(GB))简写为 ∂(GB)。

以下是互斥事件集的一个有趣的性质。

引理 3.19. 给定依赖图GD和概率向量 p ∈ I(GD)∪∂(GD)，在所有满足 P(A) = p

的事件集 A ∼a GD 中，存在一个互斥的事件集使得 P(∪A∈AA)取得最大值。

证明. 由 (Shearer, 1985,定理 1)的证明，此引理是显然的。 □

定义 3.8 (变量版本与抽象版本有差异). 我们称一个二部图 GB 在方向 p ∈ (0,1)m

上变量版本与抽象版本有差异，当且仅当存在一个 λ > 0 使得 λp ∈ VI(GB) \

I(GB)，否则我们称它在这个方向上变量版本与抽象版本没有差异。我们称 GB

变量版本与抽象版本有差异，当且仅当它在某个方向上变量版本与抽象版本有

差异，否则我们称它没有差异。

在本章中，我们提到有差异即是指变量版本与抽象版本有差异。

本小节的主要结论，即定理3.25，是判定一个二部图是否有差异的充分必要

条件。直觉上，在二部图的变量内部和变量边界上，它将没有差异和事件集互

斥联系了起来。乍一看，没有差异和事件集互斥之间的联系是由 Shearer证明的

引理3.19的一个显然的推论。然而，事实并非如此。证明定理3.25的最主要的难

度在于变量边界向量。假设一个二部图是没有差异的。一方面，对于任何一个

变量边界向量，由引理3.19有，存在一个互斥的事件集满足所有事件的并概率为

1。但这些事件未必是柱体，因此我们不能断言存在一个互斥的柱体集。另一方

面，的确可以证明存在一个柱体集，其中所有柱体的并的测度为 1。同时，如果

非互斥事件的并的概率始终小于互斥事件的并，则这样的柱体集还一定是互斥

的。但引理3.19只断言了非互斥事件的并的概率不更大，却没有排除互斥事件的

并和非互斥事件的并概率相等的情况。我们的证明本质上是在排除掉这种情况，

如引理3.22所述。
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以下引理将被用来证明引理3.22。它表明互斥事件集中每一个单独的事件都

对整体的概率有贡献。

引理 3.20. 给定一个互斥的事件集 A，对于任意的 A′ ⊊ A，有 P(∪A∈A′ A) <

P(∪A∈AA)成立。

证明. 我们对 |A|，即 A的大小做归纳。

归纳基础： |A| = 1。此时引理显然成立。

归纳假设：引理在 |A| < m时成立。

归纳：考虑 |A| = m 的情况。令 A = {A1, ..., Am}，且 GD = ([m],E) 是一

个使得 A 相对于 GD 互斥的依赖图。我们采用反证法。假设存在 B ∈ A 使得

P(∪A∈A\{B}A) = P(∪A∈AA)，我们来导出矛盾。不失一般性，假设 B = Am。

因为 P(∪i∈[m−1]Ai) = P(∪i∈[m]Ai)，我们有 Am ⊆ ∪i∈[m−1]Ai。又因为 A是互斥

的，则 Am ∩ (∪i∈Γm
Ai) = ∅。因此，Am ⊆ ∪i<Γ+

m
Ai，其中 Γ+

m ≜ Γm ∪ {m}。因为 Am

和 {Ai : i < Γ+
m}是独立的，我们有 P(Am) = P(Am ∩ ∪i<Γ+

m
Ai) = P(Am)P(∪i<Γ+

m
Ai)，

这意味着 P(∪i<Γ+
m

Ai) = 1。

考虑图GD在移除Γ+
m后的连通分支。一定有一个连通分支Λ满足P(∪i∈ΛAi) =

1，因为如下两个事实。第一，不同连通分支里的事件集是相互独立的。第二，如

果两个独立事件集中所有事件的并概率为 1，则其中至少有一个事件集的并概率

为 1。

因为顶点m同Λ是分离的，而图G又是连通的，则一定存在某个顶点 k ∈ Γm

同 Λ 相邻。令 Λ′ = Λ ∪ {k}，令 G′
D 为 GD 在 Λ′ 上的诱导子图，p′ = p|Λ′，

A′ = {Ai : i ∈ Λ′}。则 A′相对于图 G′
D 是互斥的，且 P(A′) = p′。因为 G′的顶

点数比 m少，由归纳假设，有 P(∪i∈Λ′ Ai) > P(∪i∈ΛAi) = 1，即可导出矛盾。 □

如下的推论说明了任何一个互斥的柱体集对应的概率向量要么在二部图的

变量内部，要么在二部图的变量边界上。它可以被看作是引理3.19的另一面。

推论 3.21. 给定一个二部图 GB 和一个概率向量 p ∈ (0,1]m，如果存在一个相对

于 GB 互斥的柱体集 A满足 µ(A) = p，则 p ∈ VI(GB) ∪ V∂(GB)。

证明. 假设 GB = ([m], [n],E)，A = {A1, ..., Am}，p = (p1, ..., pm)。考虑顶点 m ∈
L(GB)，令 Bm 为柱体 Am 在 INGB

(m) 中的基。任意选定 0 < ϵ < pm，选定一个

B′
m ⊂ Bm满足 µ(B′

m) = pm−ϵ。令 B′′
m = Bm\B′

m。令二部图G′
B = ([m+1], [n],E)满足
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对于任意的 i ∈ L(GB) ⊂ L(G′
B)，NG′

B
(i) = NGB

(i)且对于m+1 ∈ L(G′
B)，NG′

B
(m+

1) = NGB
(m)。令A′ = {A1, ..., Am−1, A′

m, A
′
m+1}，其中柱体 A′

m和 A′
m+1的基分别为

B′
m和 B′′

m。容易验证，A′相对于 G′
B是互斥的，且 µ(A′) = (p1, ..., pm−1, pm− ϵ, ϵ)。

由引理3.20，µ(∪A∈A′′ A) < µ(∪A∈A′ A) ≤ 1，其中 A′′ = {A1, ..., Am−1, A′
m}。容易

验证，A′′ 相对于 GB 是互斥的，且 µ(A′′) = pϵ ≜ (p1, ..., pm−1, pm − ϵ)。因此，

pϵ ∈ VI(GB)。因为 ϵ 可以任意小，我们有 p ∈ VI(GB) ∪ V∂(GB)。 □

如下引理是证明定理3.25的关键。直观的说，它表明了只有当事件集互斥时，

总体的概率才会取到极大值。当事件集互斥时总体概率最大是由 (Shearer, 1985,

定理 1)证明的，这里我们将证明“只有”事件集互斥时，总体的概率才能最大。

这里的证明受到了 (Shearer, 1985,定理 1)的证明的启发。

引理 3.22. 假设图 GD 是事件集A和 B的依赖图，P(A) = P(B)，且 B是互斥的。

则有 P(∪A∈AA) ≤ P(∪B∈BB)，且等号只有在 A也是互斥时取得。

证明. Shearer (1985)证明了 P(∪A∈AA) ≤ P(∪B∈BB)，因此，我们只需证明等号只

有在 A也是互斥时取得。

假设 GD = ([m],E)，A = {A1, ..., Am}，且 P(A) = (p1, ..., pm)。我们将使用

与 (Shearer, 1985, 定理 1) 的证明相同的记号。对于任意的 S ⊆ [m]，令 α(S) =

P(∩i∈S Ai)，β(S) = P(∩i∈SBi)。分类讨论如下。

情况 1：β([m]) > 0。假设事件集 A不是互斥的。

我们首先通过对 |S |进行归纳证明 α(S)/β(S)随着 S中元素的增加单调递增。

首先，归纳基础是成立的，因为 α(∅) = β(∅)且 α(S) = β(S)在 S只包含一个元

素时成立。归纳如下。给定 S1 ⊂ [m]和 j ∈ [m] \ S1，令 S2 = S1∪ { j}，T2 = S1∩Γj，

T1 = S1 \ T2。我们有

α(S2)

β(S2)
− α(S1)

β(S1)
≥ α(S1)−p jα(T1)

β(S1)−p jβ(T1)
− α(S1)

β(S1)

=
p jβ(T1)

β(S1)−p jβ(T1)

[
α(S1)

β(S1)
− α(T1)

β(T1)

]
≥ 0.

(3.2)

最后一个不等式成立是由归纳假设。第一个不等式成立，是因为一方面

α(S2) = P(∩i∈S2 Ai) = P(∩i∈S1 Ai) − P(∩i∈S1 Ai ∩ Aj)

= P(∩i∈S1 Ai) − P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj) + P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj ∩ (∪i∈T2 Ai))

≥ P(∩i∈S1 Ai) − P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj) = α(S1) − pjα(T1),

(3.3)

另一方面，类似于式 (3.3)，由 B互斥可证明 β(S2) = β(S1)− pjβ(T1)成立。因此，

α(S)/β(S)随着 S中元素的增加单调递增。
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考虑如下特殊的例子。选取 i, j ∈ [m]使得 j ∈ Γi 且 P(Ai ∩ Aj) > 0。这样的

i, j 一定存在是因为我们假设 A不是互斥的。将 (3.2)应用到 S1 = {i},S2 = {i, j},
T2 = {i},T1 = ∅。在这个例子中，可以验证 (3.3)中“≥”其实一定是“>”，则

(3.2)中的“≥”其实也一定是“>”。因此，α(S2)

β(S2)
>

α(S1)

β(S1)
= 1。又考虑到 α(S)/β(S)

的单调性，我们有 α([m])

β([m])
> 1。因此，α([m]) > β([m])。

情况 2：β([m]) = 0。假设 P(∪A∈AA) = P(∪B∈BB)且 A不是互斥的。我们将

导出矛盾。

令 S2 = [m]。因为A不是互斥的，则存在 j ∈ [m]使得 P(Aj ∩ (∪i∈Γ j
Ai)) > 0。

令 S1 = S2 \ { j},T1 = S1 \ Γj,T2 = S1 \ T1 = Γj。则我们有如下性质 Q1成立：

Q1：T2 , ∅且 P(Aj ∩ (∪i∈T2 Ai)) > 0。

又因为

0 = α(S2) ≥ α(S1) − pjα(T1) =
α(S1)

β(S1)

(
β(S1) − pjα(T1)

β(S1)

α(S1)

)
≥ α(S1)

β(S1)
(β(S1) − pjβ(T1)) =

α(S1)

β(S1)
β(S2) = 0.

(3.4)

其中分母 β(S1) > 0是因为引理3.20。(3.4)中的第一个不等式是因为 (3.3)。第二

个不等式是因为由 α(S)

β(S)
的单调性，我们有 α(S1)

β(S1)
≥ α(T1)

β(T1)
。由 (3.4)成立，我们有上

述的两个不等式其实都是等式。因此，我们有如下的两个性质 Q2,Q3：

Q2：
α(S1)

β(S1)
=

α(T1)

β(T1)
。

Q3：P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj ∩ (∪i∈T2 Ai)) = 0。

因此，对本引理的证明可以归结到如下断言的证明。

断言：对于任意的 S2 ⊆ [m]和 j ∈ S2，令 S1 = S2 \ { j},T1 = S1 \Γj,T2 = S1 \T1。

则性质 Q1,Q2,Q3不可能同时成立。

对断言的证明：我们对 T1的大小做归纳。

归纳基础：T1 = ∅。由Q3有，0 = P(∩i∈T1 Ai∩Aj∩(∪i∈T2 Ai)) = P(Aj∩(∪i∈T2 Ai))，

这同性质 Q1相矛盾。

归纳假设：断言对 |T1 | < t 成立。

归纳：考虑 |T1 | = t 的情况，反证如下。假设性质 Q1,Q2,Q3同时成立。

由 Q1有，存在 j ′ ∈ T2使得 P(Aj ∩ Aj′) > 0。

我们首先证明 T1 ∩ Γj′ , ∅。这是因为，如果 T1 ∩ Γj′ = ∅，则

0 by Q3
= P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj ∩ (∪i∈T2 Ai)) ≥ P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj ∩ Aj′)

by T1∩Γ j′=∅
= P(∩i∈T1 Ai)P(Aj ∩ Aj′) > 0,

(3.5)
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由此导出矛盾。由 (3.5)有，Q3成立意味着

P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj ∩ Aj′) = 0. (3.6)

接下来，我们证明 P(Aj′ ∩ (∪i∈T1∩Γ j′ Ai)) > 0。这是因为

P(Aj′ ∩ (∪i∈T1∩Γ j′ Ai))

≥ P(Aj′ ∩ (∪i∈T1∩Γ j′ Ai) ∩ Aj ∩k∈T1\Γ j′ Ak)
by (3.6)
= P(Aj′ ∩ (∪i∈T1∩Γ j′ Ai) ∩ Aj ∩k∈T1\Γ j′ Ak) + P(∩i∈T1 Ai ∩ Aj ∩ Aj′)

= P(Aj ∩ Aj′ ∩k∈T1\Γ j′ Ak)

= P(Aj ∩ Aj′)P(∩k∈T1\Γ j′ Ak) > 0.

令 S′
2 ≜ T1 ∪ { j ′},S′

1 ≜ T1,T ′
1 ≜ S′

1 \ Γj′,T ′
2 ≜ S′

1 \ T ′
1 = T1 ∩ Γj′。我们已经证明

Q′
1：T ′

2 , ∅且 P(Aj′ ∩ (∪i∈T ′
2
Ai)) > 0。

现在，我们来证明其他两个性质。

一方面，我们有
α(S′

2)

β(S′
2)
− α(S′

1)

β(S′
1)
= 0成立，因为：S′

1 = T1，S′
2 ⊆ S1，

α(S)

β(S)
是单调

的，且 Q2成立。

另一方面，由 (3.2)有，

α(S′
2)

β(S′
2)

−
α(S′

1)

β(S′
1)

≥
α(S′

1) − pj′α(T ′
1)

β(S′
1) − pj′β(T ′

1)
−
α(S′

1)

β(S′
1)

=
pj′β(T ′

1)

β(S′
1) − pj′β(T ′

1)

[
α(S′

1)

β(S′
1)

−
α(T ′

1)

β(T ′
1)

]
≥ 0.

综合上述两个方面，我们有上式中所有的不等号其实是等号，因此，α(S′
2) =

α(S′
1) − pj′α(T ′

1)，且

Q′
2：

α(S′
1)

β(S′
1)
=

α(T ′
1)

β(T ′
1)
。

将 (3.3)应用到 S′
2有，等式 α(S

′
2) = α(S

′
1) − pj′α(T ′

1)意味着

Q′
3：P(∩i∈T ′

1
Ai ∩ Aj′ ∩ (∪i∈T ′

2
Ai)) = 0。

综上所述，有性质 Q′
1,Q

′
2,Q

′
3对 S′

2, j
′,S′

1,T
′
1,T

′
2 成立。

然而，因为 |T ′
1 | < |T1 | = t，由归纳假设，性质 Q′

1,Q
′
2,Q

′
3 不可能同时成立。

由此导出矛盾。断言证毕。 □

直觉上，如下引理证明了，当一个事件集中的所有事件成比例地减小时，可

以保持依赖图和互斥性不变，且所有事件的并的概率最多线性递减。为了减小

某个事件 A，我们对每个事件构造一个新的柱体，其高度为 1，基为原来的事件。

之后，我们把以 A为基的柱体的高度调节为 λ。把这些新的柱体当作新的事件。

重复上述过程，直到所有原始事件都被处理过。
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引理 3.23. 给定依赖图GD = ([m],E)和概率向量 p ∈ (0,1]m，假设事件集A ∼a GD

且 P(A) = p。对于任意的 λ ∈ (0,1)，存在一个概率为 P(B) = λp的事件集B ∼a GD

满足

1. 如果 A是互斥的，则 B也是；

2. P(∪A∈AA) − (1 − λ)∑i∈[m] pi ≤ P(∪B∈BB) ≤ P(∪A∈AA)。

证明. 假设 A = {A1, ..., Am}。令 S(0) 为事件集 A中的事件所在的概率空间。令

概率空间 S(1) = S(0) × I，其中 I是嵌入了勒贝格测度的单位 [0,1]区间。令 A(1)

是 S(1)中的事件集，其中 A(1)
1 = A1 × [0, λ]且对于任意的 k , 1，A(1)

k
= Ak × I。令

p(1) = (λp1, p2, ..., pm)。容易验证 A(1) ∼a GD，P(A(1)) = p(1)，且 P(∪i∈[m]A
(1)
i ) ≥

P(∪i∈[m]Ai) − (1 − λ)p1。

类似的，定义概率空间 S(2) = S(1) × I，事件集 A(2) 在 S(2) 中，且满足

A(2)
2 = A(1)

2 ×[0, λ]，对于任意的 k , 2，A(2)
k

= A(1)
k
×I。令 p(2) = (λp1, λp2, p3, ..., pm)。

我们有A(2) ∼a GD，P(A(2)) = p(2)，且 P(∪i∈[m]A
(2)
i ) ≥ P(∪i∈[m]Ai)−(1−λ)(p1+p2)。

如此迭代下去，最终我们将得到 A(m) = (A(m)

1 , ..., A
(m)
m ) ∼a GD，P(A(m)) =

p(m) = λp，且 P(∪i∈[m]A
(m)
i ) ≥ P(∪i∈[m]Ai) − (1 − λ)∑i∈[m] pi。

容易验证，

1. 如果 A是互斥的，则对于任意的 i ∈ [m]，A(i)也是互斥的；

2. 对于任意的 i ∈ [m]，P(∪A∈A(i) A) ≤ P(∪A∈AA)。

令 B = A(m)。我们有引理成立。 □

接下来，我们将证明引理3.1在依赖图上的版本。

引理 3.24. 给定依赖图 GD = ([m],E) 和概率向量 p ∈ (0,1)m，存在一个唯一的

λ > 0使得 λp ∈ ∂(GD)。

证明. 任意选定一个依赖图 GD = ([m],E)和概率向量 p ∈ (0,1)m。令 Λ ≜ {λ >
0 : λp < I(GD)}。

容易验证：

1. 如果 λ足够大使得 λp中有一个元素等于 1，则对任意满足 P(A) = ϕ(λp)

的事件集 A ∼a GD，P(∪A∈AA) = 1成立。

2. 如果 λ足够小使得 λp的 l1-范数小于 1，则对任意满足 P(A) = λp的事件

集 A ∼a GD，P(∪A∈AA) < 1成立。
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因此，Λ非空，且其下确界，λ0，一定为证。令 q = λ0p。为了证明 q ∈ ∂(GD)，

考虑任意实数 ϵ > 0。

一方面，因为 λ0 = infΛ，我们有 (1 − ϵ)q ∈ I(GD)。

另一方面，为了导出矛盾，假设 (1+ϵ)q ∈ I(GD)。由引理3.19，我们可以选定

一个互斥的事件集A ∼a GD使得 P(A) = (1+ ϵ)q且 P(∪A∈AA) < 1。由引理 3.23，

对于任意的 0 < δ < 1，存在一个互斥的事件集Aδ ∼a GD使得 P(Aδ) = δ(1+ ϵ)q

且 P(∪A∈Aδ
A) < P(∪A∈AA) < 1。由引理3.22，对于任意的概率为 P(A) = δ(1+ ϵ)q

的事件集 A ∼a GD，P(∪A∈AA) < 1成立。因此，δ(1 + ϵ)q ∈ I(GD)，这意味着

δ(1 + ϵ)λ0 < Λ。因为 δ 在 (0,1) 上取值，我们有 (0, (1 + ϵ)λ0) ∩ Λ = ∅，这同

λ0 = infΛ相矛盾。因此，我们有 (1+ ϵ)q < I(GD)。

综上所述，λ0p ∈ ∂(GD)。由抽象边界向量的定义，λ0的唯一性是显然的。 □

现在，我们可以来证明本小节的主定理。

定理 3.25. 给定二部图 GB 和由正实数构成的概率向量 p，如下三个条件等价：

1. 对于任意满足 λp ∈ VI(GB)的 λ，存在一个互斥的由变量生成的事件系

统 A，其事件-变量图为 GB，概率向量为 λp。

2. 对于任意满足 λp ∈ V∂(GB)的 λ，存在一个互斥的由变量生成的事件系

统 A，其事件-变量图为 GB，概率向量为 λp。

3. 二部图 GB 在方向 p上是没有差异的。

证明. (1 ⇒ 3)：任意选定 λ > 0 使得 q ≜ λp ∈ VI(GB) 成立。令 A ∼ GB 为

一个满足 µ(A) = q且 µ(∪A∈AA) < 1的互斥的柱体集。容易验证，A相对于基

图 GD(GB)也是互斥的。因为 µ(∪A∈AA) < 1，由引理3.22有，对于任意的概率为

P(B) = q的事件集 B ∼a GD(GB)，µ(∪B∈BB) < 1成立。因此，q ∈ I(GB)。综上

所述，GB 在方向 p上是没有差异的。

(3 ⇒ 2)：假设 GB 在方向 p上是没有差异的。令 λ满足 q ≜ λp ∈ V∂(GB)。

由定理3.6有，存在一个柱体集A ∼ GB满足 µ(A) = q且 µ(∪A∈AA) = 1。另一方

面，由 GB在方向 p上是没有差异的，我们有 q ∈ ∂(GB)。由引理3.19，存在一个

互斥的柱体集 B ∼a GD(GB)满足 µ(B) = q且 P(∪B∈BB) = 1。因为 A ∼ GD(GB)

且 P(∪B∈BB) = P(∪A∈AA) = 1，由引理3.22有，A相对于 GD(GB)也一定是互斥

的。因此，其相对于 GB 也是互斥的。

(2 ⇒ 1)：任意选定 λ > 0 满足 q ≜ λp ∈ VI(GB)。令 δ > 1 满足 δλp ∈
V∂(GB)。任意选定一个互斥的柱体集 A ∼ GB 满足 µ(A) = δλp。令 A =
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{A1, ..., Am}。对于任意的 i ∈ L(GB)，令 Bi 为 Ai 的基，其中 dim(Bi) = N (i)。

对于每一个 Bi，任意选定一个测度为 µ(B′
i) = µ(Bi)/δ 的子集 B′

i ⊂ Bi。令

A′ = {A′
1, ..., A

′
m}，其中 A′

i是以 B′
i 为基的柱体。容易验证，A′ ∼ GB，µ(A′) = q，

且 A′是互斥的。 □

定理3.25使得我们不必计算 Shearer界就可以判断一个二部图是否有差异。

注. 给定一个二部图 GB = ([m], [n],E)和概率向量 p ∈ (0,1)m，考虑如下三个有特

殊意义的实数：λ1, λ2分别满足 λ1p ∈ V∂(GB)和 λ2p ∈ ∂(GD(GB))，λ3是使得测

度为 µ(A) = λp的互斥柱体集A ∼ GB存在的最大的 λ。不难看出，λ1 ≥ λ2 ≥ λ3。
定理3.25的一个等价形式是，λ1, λ2, λ3要么全相等，要么两两不同。

3.4.2 推导规则

给定一个二部图 GB，我们定义如下六种对 GB 的操作。

1. 删叶子变量：删除一个满足 |N ( j)| ≤ 1的顶点 j ∈ R(GB)，并移除所有与

之相邻的边。

2. 删叶子事件：删除一个满足 |N (i)| ≤ 1的顶点 i ∈ L(GB)，并移除所有与

之相邻的边。

3. 复制事件：给定一个顶点 i ∈ L(GB)，向 L(GB)中添加一个顶点 i′，添加

与 i′相邻的边，使得 N (i′) = N (i)。

4. 复制变量：给定一个顶点 j ∈ R(GB)，向 R(GB)中添加一个顶点 j ′，添加

与 j ′相邻的边，使得 N ( j ′) ⊆ N ( j)。

5. 删边：在保证基图不改变的前提下，从 E 中删除一条边。

6. 删事件：删除一个顶点 i ∈ L(GB)，并移除所有与之相邻的边。

同时，我们也定义上述操作的逆操作。一个操作 O的逆操作 O′满足对于任意的

GB，O′(O(GB)) = O(O′(GB)) = GB 成立。

接下来的定理将刻画这些操作如何影响变量版本与抽象版本是否有差异。

定理 3.26. 一个二部图 GB 变量版本与抽象版本有差异，当且仅当它在应用了删

叶子变量，删叶子事件，复制事件，复制变量及这些操作的逆操作之后依然是有

差异的。

证明. (删叶子变量)：正确性是显然的。

(删叶子事件)：正确性易证。
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(复制事件)：不失一般性，假设顶点m+1被添加到了 L(GB)之中，且N (m+

1) = N (m)。令 G′
B = ([m + 1], [n],E ′)为添加了顶点 m + 1后的二部图。

一方面，假设GB是没有差异的。任意选定 p′。令 p = (p′
1, ..., p

′
m−1, p

′
m+p′

m+1)。

由引理3.1，我们有存在一个唯一的 λ > 0使得 λp ∈ V∂(GB)。由定理3.25，我们有

在 In中存在一个互斥的柱体集A = {A1, ..., Am}使得A ∼ GB且 µ(A) = λp。将柱

体 Am划分成两个互斥的柱体 A′
m和 A′

m+1，使得 µ(A′
m) = λp′

m，µ(A′
m+1) = λp′

m+1。

令A′ = {A1, ..., Am−1, A′
m, A

′
m+1}。容易验证，A′相对于G′

B是互斥的，µ(A′) = λp′，

且 µ(∪A∈A′ A) = 1。由定理3.25有，G′
B 没有差异。

另一方面，假设 G′
B有差异。任意选定 p。令 p′ = (p1, ..., pm−1, p′

m, p
′
m+1)满足

p′
m + p′

m+1 = pm。由引理3.1，我们有存在一个唯一的 λ > 0使得 λp′ ∈ V∂(G′
B)。

由定理3.25，我们有在 In 中存在一个互斥的柱体集 A′ = {A′
1, ..., A

′
m, A

′
m+1} 满足

A′ ∼ G′
B且 µ(A′) = λp′。因为A′相对于G′

B是互斥的，我们有 µ(A′
m∩A′

m+1) = 0。

令 A = {A′
1, ..., A

′
m ∪ A′

m+1}。容易验证 A相对于 GB 是互斥的，µ(A) = λp，且

µ(∪A∈AA) = 1。由定理3.25有，GB 没有差异。

(复制变量)：不失一般性，假设顶点 n + 1被添加到了 R(GB)之中且 N (n +

1) ⊆ N (n)。令 G′
B = ([m], [n + 1],E ′) 为添加了顶点 n + 1 后的二部图。因为

GD(GB) = GD(G′
B)，我们只需证明 V∂(GB) = V∂(G′

B)。任意选定 p ∈ (0,1)m。假

设 λp ∈ V∂(GB)且 λ′p ∈ V∂(G′
B)。

因为 λp ∈ V∂(GB)，我们有存在一个 In 中的柱体集 A = {A1, ..., Am} 满足

A ∼ GB，µ(A) = λp，且 µ(∪i∈[m]Ai) = 1。对于任意的 i ∈ [m]，令 A′
i = Ai× I{n+1}。

令 A′ = {A′
1, ..., A

′
m}。我们有 A′ ∼ G′

B，µ(A′) = λp，且 µ(∪i∈[m]A′
i) = 1，因此

λ′ ≤ λ。

另一方面，因为 λ′p ∈ V∂(G′
B)，我们有存在一个 I

n+1 中的离散柱体集满足

A′ = {A′
1, ..., A

′
m}，A′ ∼ G′

B，µ(A′) = λ′p且 µ(∪i∈[m]A′
i) = 1。由这个柱体集是离

散的，我们有 I{n,n+1} 可以被划分成 K 个互斥的矩形 ∆1, ...,∆K，使得对每一个

i ∈ [m]及所有的 k ∈ [K]均存在集合 Aik ⊆ In−1，满足 A′
i = ∪k∈[K ]Aik ×∆k。对任意

的 i ∈ L(GB)\N (n)，因为 {n,n+1}∩N (i) = ∅，我们有 Aik不依赖于 k，因此可以

用 Bi 来表示 Aik。因为 µ(∪i∈[m]A′
i) = 1，我们有对于任意的 k，µ(∪i∈[m]Aik) = 1。

将 I{n} 划分成互斥的区间 Λ1, ...,ΛK 使得对于任意的 k，µ(Λk) = µ(∆k)。令 A =

{A1, ..., Am} 为 In 中的柱体集且满足对于任意的 i ∈ N (n)，Ai = ∪k∈[K ]Aik × Λk，

对于 i ∈ L(GB) \N (n)，Ai = Bi × In = A′
i。容易验证，A ∼ GB，µ(A) = λ′p,，且

µ(∪i∈[m]Ai) = 1。因此，λ ≤ λ′。
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因此，V∂(GB) = V∂(G′
B)。又因为 GD(GB) = GD(G′

B)，则 GB 是无差异的

当且仅当 G′
B 是无差异的。

□

定理 3.27. 一个变量版本与抽象版本无差异的二部图在应用了删事件操作和删边

的逆操作之后依然是无差异的。

定理 3.28. 一个变量版本与抽象版本有差异的二部图在应用了删边操作和删事件

的逆操作之后依然是有差异的。

以上两个定理的证明和定理3.26类似，这里略去。

组合使用上述这些操作可以得到很有趣的结果，例如如下两个推论。

定义 3.9 (组合二部图). 给定两个正整数 m < n，令 Gn,m = ([(nm)], [n],En,m)，其

中 (i, j) ∈ En,m 当且仅当 j 在 [n] 的第 i 个大小为 m 的子集之中。Gn,m 被称为

(n,m)-组合二部图。

推论 3.29. 如果 Gn,m是没有差异的，则对于任意的整数 c ≥ 1，Gn+c,m+c 也是没

有差异的。

证明. 因为 c > 1的情况是 c = 1的情况的直接推论，因此我们只需证明 c = 1

的情况。

在推论3.40中，我们将证明如果 7m ≤ 5n，则 Gn,m 一定是有差异的。如果

2m < n + 1，我们有 7m ≤ 5n，则 Gn,m一定是有差异的。因此，接下来我们只考

虑 2m ≥ n + 1的情况。此时，Gn+c,m+c 的基图是一个完全图。

首先，按如下方式对 Gn+1,m+1 应用删边操作。对于每一个顶点 i ∈ [(n+1
m+1)]，

如果 (i,n + 1) ∈ En+1,m+1，则删除 (i,n + 1)。否则，删除与 i相邻的任意一条边。

因为 2m ≥ n + 1，删边后得到的二部图的基图保持不变，依然是一个完全图。

然后，向得到的二部图应用删叶子变量操作，即删除顶点 n + 1。

最后，向得到的二部图应用复制事件的逆操作。

对 [n]的任意一个大小为 m的子集 S，假设集合 S ∪ {n + 1}是 [(n+1
m+1)]中的

第 i个元素。则在对 i应用删边操作之后，i的邻居集合恰好是 S。这意味着最终

的二部图恰好是 Gn,m。因为 Gn,m 是无差异的，由定理3.26和定理3.28，我们有

Gn+1,m+1也是无差异的。 □
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推论 3.30. 如果 Gn,m是有差异的，则对于任意的整数 c ≥ 1，Gcn,cm也是有差异

的。

证明. 我们对 Gcn,cm应用如下两步操作。

首先，对 Gcn,cm应用删事件操作。对 [n]的任意一个大小为 m的子集 S，令

f (S) = ∪i∈S{ki : k ∈ [c]}。任意选定一个这样的集合 S，从 L(Gcn,cm)删除除 f (S)

之外的所有顶点。令 G′
B 为得到的二部图。

其次，对 G′
B应用复制变量的逆操作。容易验证，对于任意满足 k1, k2 ∈ [c], j

∈ [n]的 k1 j, k2 j ∈ R(G′
B)，NG′

B
(k1 j) = NG′

B
(k2 j)。因此，从 R(G′

B)删除 R(G′
B)\ [n]

中的所有顶点不改变二部图是否有差异。

容易验证，最终的二部图即是 Gn,m。因为 Gn,m有差异，由定理3.26及3.27，

我们有 Gcn,cm也是有差异的。 □

定义 3.10 (稀疏二部图). 我们称 G′
B = ([m′], [n′],E ′)为 GB = ([m], [n],E)的稀疏二

部图当且仅当 [m′] = [m], [n′] ⊆ [n],E ′ ⊆ E 且它们的基图是相同的。

由定理3.26及3.27，我们有如果 GB有差异，则 GB的所有稀疏二部图都是有

差异的。应用推论3.30，我们有如下结论。

推论 3.31. 如果 Gn,m有差异，则对于任意的整数 c ≥ 1，Gcn,cm的所有稀疏二部

图都是有差异的。

3.5 差异的存在性和圈之间的关系

在本小节中，我们将证明一个二部图是有差异的几乎等价于其基图存在一

个圈。没有完全刻画清楚的唯一情况就是二部图中不含有任何圈二部图，但它的

基图中有大小为 3的团。这种情况下的许多例子都是没有差异的，但我们找到了

一个有差异的例子。

我们也从依赖图的角度研究了是否存在差异。即，一个依赖图是有差异的，

当且仅当其对应的某个二部图是有差异的。一个依赖图是强有差异的，当且仅当

其对应的所有二部图都是有差异的。对强有差异的刻画是从Kolipaka和 Szegedy

(2011)的工作开始的，已经开放了多年。

3.5.1 有差异不等价于包含圈二部图

首先，我们证明如果一个二部图是树，则其没有差异。在第5.3节中，我们

还将显式地给出树的变量边界。
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定理 3.32. 如果二部图 GB 是一棵树，则 GB 变量版本和抽象版本无差异。

证明. 通过对 GB 反复使用删叶子变量和删叶子事件操作，我们最终会得到图

GB
′ = ([1], [1], {(1,1)})。显然，GB

′是无差异的，则由定理3.26有，原图 GB 也无

差异。 □

接下来，我们将证明所有的圈二部图都是有差异的。尽管原则上通过联合

(Shearer, 1985, 定理 1) 和第3.3节的结果，也能证明圈二部图有差异，但无论是

Shearer的不等式系统还是定理3.17中给出的高次多项式都很难求解。因此，我们

这里采用另一种方法。具体地，令 ϵ > 0为一个足够小的常数。我们证明概率向

量 q = ( 14 + ϵ, ...,
1
4 + ϵ)满足如下两个性质：第一，q在圈二部图的变量内部；第

二，不存在一个互斥的柱体集其概率向量为 q。由定理3.25有，上述两个性质意

味着定理3.33成立。

定理 3.33. 所有的圈二部图变量版本与抽象版本有差异。

证明. 我们只需考虑标准的长为 n的圈二部图Gn = ([n], [n],En)，其中 En = {(i, i),

(i, (i + 1)(mod n)) : i ∈ [n]}。与之前类似，为了简化符号，在不引起歧义的前提

下，我们会省略“(mod n)”。任意选定一个正整数 n ≥ 3。

对于任意的 i ∈ [n]，令 Ai = {(x1, ..., xn) : 1
2 ≤ xi ≤ 1,0 ≤ xi+1 <

1
2 }。

令 A = {A1, ..., An}，且 p = ( 14, ...,
1
4) ∈ (0,1)n。容易验证 A 相对于 Gn 是互斥

的，µ(A) = p，且 µ(∪i∈[n]Ai) < 1。任意选定 0 < ϵ < 1
n
(1 − µ(∪i∈[n]Ai))。令

q = ( 14 + ϵ, ...,
1
4 + ϵ) ∈ (0,1)n。我们将证明如下两个断言。

断言 1：q ∈ VI(Gn)。

为了导出矛盾，假设存在一个柱体集 B = {B1, ...,Bn} ∼ Gn 满足 µ(B) = q

且有 P(∪i∈[n]Bi) = 1。对于每个 i ∈ [n]，任意选定一个柱体 B′
i 满足 B′

i ⊂ Bi，

µ(B′
i) = 1/4且 B′

i 只依赖于 Xi 和 Xi+1。令 B′ = {B′
1, ...,B

′
n}。我们有 B′ ∼ Gn 且

µ(B′) = p。一方面，µ(∪i∈[n]B′
i) ≥ 1− nϵ > µ(∪i∈[n]Ai)。另一方面，因为A是互斥

的，由引理3.22有，µ(∪i∈[n]B′
i) ≤ µ(∪i∈[n]Ai)。由此导出矛盾。因此断言 1成立。

断言 2：对于任意的测度为 µ(B) = q的柱体集 B ∼ Gn，B不是互斥的。

任意选定一个测度为 µ(B) = q 的柱体集 B = {B1, ...,Bn} ∼ Gn。对于每

一个 i ∈ [n]，令 B̃i ⊂ I{i,i+1} 表示 Bi 的基，并选定两个最小的子集 ∆′
i ⊆ I{i }

和 ∆i+1 ⊆ I{i+1} 使得 µ(B̃i \ (∆′
i × ∆i+1)) = 0。令 xi = µ(∆i)，x ′

i = µ(∆
′
i)。则

µ(B̃i \(∆′
i×∆i+1)) = 0意味着 x ′

i xi+1 ≥ µ(B̃i) = µ(Bi) >
1
4。因此，

∏n
i=1(xix

′
i) >

1
4n。
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则一定存在某个 i ∈ [n]使得 xix ′
i >

1
4，这说明 xi + x ′

i > 1。因此，µ(∆i ∩∆′
i) > 0，

这意味着 µ(Bi−1 ∩ Bi) > 0。断言 2成立。

综上所述，由定理3.25有，Gn有差异。 □

由定理3.33，我们能得到一大类的有差异的二部图。

定义 3.11 (包含). 我们称一个二部图 GB包含另一个二部图 G′
B，当且仅当存在映

射 πL : L(G′
B) → L(GB)和 πR : R(G′

B) → R(GB)同时满足如下两个条件：

1. 对于任意的 i ∈ L(G′
B)和 j ∈ R(G′

B)，πR( j) ∈ NGB
(πL(i))当且仅当 j ∈

NG′
B
(i)。

2. 对于任意的 j ∈ R(GB) \ πR(R(G′
B))，i, k ∈ L(G′

B)， j < NGB
(πL(i)) ∩

NGB
(πL(k))。

直觉上，GB 包含 G′
B 意味着 G′

B 可以在不引起额外相关性的前提下被嵌入

到 GB 之中。

由定理3.26，3.27，如果一个二部图 GB 包含另一个有差异的二部图，则 GB

也是有差异的。由定理3.33，我们有如下结论。

推论 3.34. 所有包含圈二部图的二部图变量版本与抽象版本有差异。

由定理3.32和推论3.34，我们很自然地有如下猜想：

猜想 3.35 (关于差异的猜想). 一个二部图有差异当且仅当其包含一个圈二部图。

我们已经证明了充分性成立。为了证明必要性，假设一个二部图 GB不包含

任何一个圈二部图。我们分类讨论如下。

情况 1：二部图的基图是一个树。由定理3.32有，H 是无差异的。

情况 2：二部图的基图有圈。因为 GB 不包含圈二部图，则它的基图不存在

一个诱导子图是长度大于 3的圈。因此，解决这一猜想等价于回答如下问题 Q：

如果一个二部图不包含任何的圈二部图，但其基图中有大小为 3的团，这个二部

图有差异吗？

首先，我们看一个简单的例子，二部图 GB = ([3], [1],E)，其中 E = [3]× [1]。

它满足问题 Q中的条件。容易验证 V∂(GB) = {(p1, p2, p3) : p1 + p2 + p3 = 1} =

∂(GD(GB))。因此，GB 没有差异。

为了获得更多的证据，考虑之前提到过的 (n,m)-组合二部图，Gn,m。作为一

个特例，G3,2是标准的长为 3的圈二部图 G3。一般的，我们有如下观察：
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第一，m = 1：只有由一系列独立事件构成的事件集可以同 Gn,m一致。

第二，2 ≤ m ≤ 2
3n：Gn,m包含长为 3的圈二部图，因此它是有差异的。

第三，m > 2
3n：Gn,m 不包含圈二部图，但其基图中有大小为 3的团，因为

Gn,m是一个完全图。我们主要考虑这一类二部图。

定理 3.36. G4,3的变量版本与抽象版本没有差异。

证明. 由 (Shearer, 1985,定理 1)，我们有 p ∈ ∂(G4,3)当且仅当
∑4

i=1 pi = 1。任意

选定 p ∈ ∂(G4,3)。不失一般性，假设对于任意的 1 ≤ i ≤ 3，pi ≥ pi+1 成立。则

p4 ≤ 1
4，p3 ≤ 1

3，p1 ≥ 1
4。

我们构造单位四维超立方体中的四个柱体。令这四维分别为 X1,X2,X3,X4。具

体地，按如下方式定义柱体：

A3：X4 >
1
2,X1 ≤ 2p3。

A4：X4 ≤ 1
2,X2 ≤ 2p4。

A′
1：(X4 ≤ 1

2,X2 > 2p4,X1 ≤ 2p3)或 (X4 >
1
2,X2 ≤ 2p4,X1 > 2p3)。

容易验证 µ(A′
1) = p3+p4−4p3p4。而且，如果 p3 > 1

4，我们有 p3+p4−4p3p4 ≤

p3+ p4− p4 = p3 ≤ p1。如果 p3 ≤ 1
4 时，我们有 p3+ p4−4p3p4 = p3+(1−4p3)p4 ≤

p3 + (1 − 4p3)14 =
1
4 ≤ p1。因此，µ(A′

1) ≤ p1始终成立。

在区域 X1 > 2p3,X2 > 2p4 中任意选定一个集合 S ⊂ I{1,2} 使得 µ(S) =

p1 + 4p3p4 − p3 − p4。令 S′为以 S为基的柱体。

令 A1 = A′
1 ∪ S′ 且 A2 = A1 ∪ A3 ∪ A4。容易验证对于任意的 1 ≤ i ≤ 4，

µ(Ai) = pi 成立。且可以恰当选定 Ai 的基 Bi 使得 dim(B1) = {1,2,4}，dim(B2) =

{1,2,3}，dim(B3) = {1,3,4}，dim(B4) = {2,3,4}。 □

由定理3.36和推论3.29，我们有如下结论。

推论 3.37. 对于任意的 n ≥ 4，Gn,n−1的变量版本与抽象版本没有差异。

事实上，只要 n相对于 m足够大，推论3.37能够被推广到 Gn,n−m，其中 m为

任意常数。如定理3.38所述。

定义 3.12. 给定正整数 m < n，令 Tn,m =
∑

t≥m
(n
t

)
。则每一个 k ∈ [Tn,m] 自然

地代表了 [n]中一个大小为 m 的子集。令二部图 G≥
n,m = ([Tn,m], [n],E ≥

n,m)，其中

(i, j) ∈ E ≥
n,m当且仅当 j 在 i所代表的集合之中。
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我们通过构造来证明定理3.38。给定一个 Gn,n−m的变量边界向量 p，我们找

到一部分维度，将由这些维度张成的单位超立方体 C划分为
( n
m

)
个部分，并用其

中的每一个部分为基，构造一个 In中的柱体。本质上，这是在把所有的柱体投影

到低维的超立方体之中。为了达到此目的，我们首先证明，当 n足够大时，一定

存在这一些维度，使得至少与这些维度中的某一维独立的柱体测度很小。然后，

引理3.18保证了可以恰当选择这些柱体的基，使得他们的基是互斥的。最后，所

有其他的柱体可以通过划分 C 中还没有被覆盖的部分得到。综上所述，我们得

到了一个测度为 p的互斥的柱体集。

定理 3.38. 对于任意的常数 m，当 n足够大时，Gn,n−m的变量版本与抽象版本没

有差异。

证明. 我们只考虑 m = 2的情况，因为 m = 2时的证明方法可以自然地推广到

其他的 m。

对G≥
10,8应用引理3.18，我们有存在一个足够小的 ϵ > 0，使得当概率向量 q中

的所有元素都不超过 ϵ 时，存在一个同G≥
10,8一致的互斥的柱体集满足 µ(B) = q。

令 K = 2
ϵ
，n = 10K，N =

(n
2
)
。任意选定一个向量 p ∈ (0,1)N 满足

∑
i∈[N ] pi = 1。

令 f 为某一个将 [n]上的无序对映射到 [N]上的双射。

任意将集合 [n]划分成互斥的 K 组，使得每组包含 10个元素。

任意选定其中的一组 T。对于 T 的任何一个包含 9 个元素的子集 S，设

{i} = T \ S，令 qS =
∑

j<T p f (i, j)。对于 T 的任何一个包含 8个元素的子集 S，设

{i, j} = T \ S，令 qS = p f (i, j)。令 qT 表示包含所有这些 qS 的向量。令 vT 表示 qT

的 l1范数。

我们断言，存在一个 T 满足 qT 的所有元素都不超过 ϵ。否则，对于所有的

T，vT > ϵ，则
∑

T vT ≥ Kϵ > 2。然而，
∑

T vT ≤ 2
∑

1≤i≤N pi = 2。因此，此断言

成立。

选定一个这样的 T。由我们选取 ϵ 的方式有，在单位超立方体 IT 中存在一

个同 G≥
10,8 一致的互斥的柱体集满足 µ(B) = qT。对于 T 的任何一个包含 8个或

者 9个元素的子集，令 BS 表示 B中与 S对应的柱体。

对于 T 的某个包含 8个元素的子集 S，如果 S = T \ {i, j}，我们用 Bf (i, j)来

表示 BS。

对于 T 的某个包含 9 个元素的子集 S，设 {i} = T \ S，将柱体 BS 划分成

10(K − 1)个互斥的柱体 {Bf (i, j) : j < T}，使得这些柱体仅依赖于 {Xk : k ∈ S}。
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将 IT \ (∪B∈BB)划分成
(n−10

2
)
个互斥的集合，{Bf (i, j) : i , j, i, j < T}，使得这

些 Bf (i, j)满足 µ
(
Bf (i, j)

)
= p f (i, j)。

对于上述的每一个 Bf (i, j)，定义一个柱体 Af (i, j) = Bf (i, j) × I[n]\T。令 A =

{A1, ..., AN }。容易验证A相对于 Gn,n−m是互斥的，µ(A) = p，且 P(∪A∈AA) = 1。

因此，Gn,n−2没有差异。 □

尽管有了很多正面的证据，问题 Q 的答案其实是否定的！如下的二部图即

是一个不包含圈二部图但依然有差异的例子。考虑二部图 G∗ = ([5], [5],E)，其中

E = ({1} × {1,4,5})∪ ({2} × {2,4,5})∪ ({3} × {3,4,5})∪ ({4} × {1,2,3,4})∪ ({5} ×

{1,2,3,5})。

定理 3.39. G∗的变量版本与抽象版本有差异。

证明. G∗的基图GD(G∗)是一个完全图，因此，∂(G∗) = {p ∈ (0,1)5 : p1+...+p5 =

1}。任意选定 p ∈ ∂(G∗)满足 p4 = p5 = ρ，其中 ρ是常数。

假设A = {A1, ..., A5}是 I5中相对于G∗互斥的一个柱体集，且满足 µ(A) = p。

令 I5 的五个维度对应的变量分别为 X1,X2, ...,X5。因为 A是互斥的且 p ∈ ∂(G∗)，

由引理3.22我们有 P(∪A∈AA) = 1。由定理3.6，我们可以进一步假设 A在每一维

是 d-离散的，其中 d 是一个正整数。也就是说，对于任意的 l ∈ R(G∗)，单位区

间 I{l } 被划分为了 d个互斥的子区间 ∆{l }
1 , · · · ,∆

{l }
d
。对于任意的 i, j ∈ [d]和集合

A ⊆ I5，令 πAi, j 表示集合 A∩
(
∆{4}

i ×∆{5}
j × I3

)
；当 A属于集合A上的 σ-代数时，

一定存在着一个 I3 的子集，τAi, j，使得 π
A
i, j =

(
∆{4}

i ×∆{5}
j × τAi, j

)
。对于任意的集

合 B ⊆ I3，如果 µ(B) = 0，我们称 B属于 e-类；如果 µ(B) = 1，我们称 B属于

f -类；对于任意的 i ∈ [3]，如果 B = B{i } × I[3]\{i } 对某个 B{i } ⊂ I{i } 成立，其中
0 < µ(B{i }) < 1，我们称 B属于 i-类。令 T 表示这五类的集合。为了简化符号，

令 A4,5表示 A4 ∪ A5。

对于任意的 i, j ∈ [d]，我们有如下这个性质。

性质 1： 对于任意的 k ∈ [3]，τAk

i, j 属于 e-类， f -类或 k-类。

性质 2： 至多存在一个 k ∈ [3]使得 τAk

i, j 不属于 e-类。这是因为A是互斥的，且对

于任意的 k , k ′ ∈ [3]，如果 τAk

i, j 和 τ
Ak′
i, j 都不属于 e-类，则 µ(τAk

i, j ∩τ
Ak′
i, j ) , 0。

性质 3： τ
A4,5
i, j 一定属于 T 中的某一类。这是因为性质 2，τA4,5

i, j ∪k∈[3] τ
Ak

i, j = I3，以

及 A是互斥的。

性质 4： 给定 k ∈ [3]，如果 τA4,5
i, j 属于 k-类，则 τAk

i, j 也属于 k-类。
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接下来，我们对 τA4,5
i, j 的不同可能性分类讨论。

情况 1： 存在 i0 ∈ [d] 使得对于任意的 j ∈ [d]，τA4,5
i0, j
属于 e-类。因为 τA4,5

i0, j
=

τA4
i0, j

∪ τA5
i0, j
，我们有对于任意的 j ∈ [d]，µ(τA5

i0, j
) = 0。又因为 A5与 X4独立，

我们有对于任意的 i, j ∈ [d]，µ(τA5
i, j ) = 0。因此，µ(A5) = 0，这与 p ∈ (0,1)5

相矛盾。对称的，假设存在 j0 ∈ [d]使得对于任意的 i ∈ [d]，τA4,5
i, j0
属于 e-类，

我们也可以导出矛盾。

情况 2： 存在 i0, i1, j0, j1 ∈ [d]使得 τA4,5
i0, j0
属于 e-类且 τA4,5

i0, j1
与 τA4,5

i1, j0
均不属于 e-类。

不失一般性，我们假设 i0 = 1， j0 = 1，τA4,5
1, j 属于 e-类当且仅当 1 ≤ j < j1，

且 τA4,5
i,1 属于 e-类当且仅当 1 ≤ i < i1。

因为 A4同 X5独立且 A5同 X4独立，我们有对于任意的 i, i′, j, j ′ ∈ [d]，

τA4
i, j = τA4

i, j′ 且 τ
A5
i, j = τA5

i′, j。因此，对于任意的 i, j ∈ [d]，我们有 τA4,5
i, j =

τA4
i, j ∪ τ

A5
i, j = τ

A4
i,1 ∪ τ

A5
1, j。因为 A4和 A5互斥，我们有 µ(τ

A4
i,1 ∩ τ

A5
1, j ) = 0。又因

为，对于任意的 i ∈ [d]，τA4,5
i,1 = τA4

i,1 ∪ τ
A5
i,1 = τA4

i,1 ∪ τ
A5
1,1，则 τ

A4,5
i,1 和 τ

A4
i,1 的类

型相同且 µ(τA4,5
i,1 ) = µ(τA4

i,1 )。对称地，对于任意的 j ∈ [d]，τA4,5
1, j 和 τ

A5
1, j 的类

型相同且 µ(τA4,5
1, j ) = µ(τA5

1, j )。

考虑任意的 i ≥ i1 和 j ≥ j1。因为 µ(τ
A4
i,1 ) + µ(τ

A5
1, j ) = µ(τ

A4,5
i, j ) ≤ 1，由

假设 µ(τA4,5
i,1 ) > 0和 µ(τA4,5

1, j ) > 0，我们有 τA4,5
i,1 和 τ

A4,5
1, j 既不属于 e-类，也不

属于 f -类。假设 τA4,5
i,1 属于 1-类且 τA4,5

1, j 属于 2-类。则 τA4
i,1 属于 1-类且 τA5

1, j

属于 2-类，这同 µ(τA4
i,1 ∩ τ

A5
1, j ) = 0相矛盾。

因此，不失一般性，假设对于任意的 i ≥ i1和 j ≥ j1，τ
A4
i,1 和 τ

A5
1, j 都属

于 1-类。因为 τA4,5
i, j = τA4

i,1 ∪ τ
A5
1, j，我们有当 i ≥ i1或者 j ≥ j1时，τ

A4,5
i, j 要么

属于 1-类要么属于 f -类。由性质 2和性质 4，当 i ≥ i1或者 j ≥ j1时，τ
A2
i, j

和 τA3
i, j 都属于 e-类。因此，µ(A2) + µ(A3) ≤ (1 − µ(∆{4}))(1 − µ(∆{5}))，其

中 ∆{4} = ∪i1≤i≤d∆
{4}
i 且 ∆{5} = ∪j1≤ j≤d∆

{5}
j 。我们首先证明断言 1。

断言 1：(1 − µ(∆{4}))(1 − µ(∆{5})) ≤ (1 − 2ρ)2。

对断言 1 的证明：对于任意的 i, j ∈ [d]，令 ri = µ(A4 ∩ ∆{4}
i × I[5]\{4})，

ri, j = µ(π
A4
i, j )，sj = µ(A5 ∩∆{5}

j × I4)，si, j = µ(π
A5
i, j )。我们有 ρ =

∑
i≥i1 ri =∑

i≥i1, j∈[d] ri, j =
∑

j≥ j1 sj =
∑

i∈[d], j≥ j1 si, j。

因为 A4 同 X5 独立，我们有 ri, j = riµ(∆
{5}
j )，因此

∑
j1≤ j≤d ri, j =

riµ(∆{5})且
∑

i1≤i≤d, j1≤ j≤d ri, j = ρµ(∆{5})。类似的，我们有
∑

i1≤i≤d, j1≤ j≤d si, j =

ρµ(∆{4})。

另一方面，因为 A4 和 A5 互斥，我们有对于任意的 i1 ≤ i ≤ d, j1 ≤
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j ≤ d，ri, j + si, j ≤ µ(∆{4}
i )µ(∆{5}

j )，因此有
∑

i1≤i≤d, j1≤ j≤d(ri, j + si, j) ≤
µ(∆{4})µ(∆{5})。

因此，µ(∆{4})µ(∆{5}) ≥ ρ(µ(∆{4}) + µ(∆{5})) ≥ 2ρ
√
µ(∆{4})µ(∆{5})，

则
√
µ(∆{4})µ(∆{5}) ≥ 2ρ。我们进一步有

(1 − µ(∆{4}))(1 − µ(∆{5})) = 1 − (µ(∆{4}) + µ(∆{5})) + µ(∆{4})µ(∆{5})

≤ 1 − 2
√
µ(∆{4})µ(∆{5}) + µ(∆{4})µ(∆{5})

= (1 −
√
µ(∆{4})µ(∆{5}))2 ≤ (1 − 2ρ)2.

断言 1证毕。

由断言 1，容易验证 µ(A2) + µ(A3) ≤ (1− 2ρ)2。因为A是互斥的，我

们有 µ(A1) = 1 − ∑
2≤k≤5 µ(Ak) ≥ 1 − (1 − 2ρ)2 − 2ρ = 2ρ − 4ρ2。

情况 3： 存在 k ∈ [3] 使得对于任意的 i, j ∈ [d]，τA4,5
i, j 既不属于 e-类，也不属

于 k-类。假设 k = 1满足上述条件。由性质 1，我们有 τA1
i, j 只能属于 e-类，

f -类，或者 1-类。由 τA4,5
i, j 既不属于 e-类，也不属于 1-类，结合性质 4，我

们有 τA1
i, j 只能属于 e-类。因此，µ(A1) = 0，由此导出矛盾。

情况 4： 对于任意的 i, j ∈ [d]，τA4,5
i, j 不属于 e-类，且对于任意的 k ∈ [3]，存在

i, j ∈ [d]使得 τA4,5
i, j 属于 k-类。

断言 2：存在 i0, j0, j1 ∈ [d]和 k1 , k2 ∈ [3]使得 τA4,5
i0, j0
属于 k1-类且 τ

A4,5
i0, j1
属于

k2-类，或者存在 i0, i1, j0 ∈ [d]和 k1 , k2 ∈ [3]使得 τA4,5
i0, j0
属于 k1-类且 τ

A4,5
i1, j0
属

于 k2-类。

对于断言 2的证明：为了导出矛盾，假设断言 2在情况 4下不成立。则一定

存在 i0, i1, j0, j1 ∈ [d]和 k1 , k2 ∈ [3]使得 τA4,5
i0, j0
属于 k1-类，τ

A4,5
i1, j1
属于 k2-类，

且 τA4,5
i1, j0
和 τA4,5

i0, j1
属于 k3-类或者 f -类。不失一般性，假设 τA4,5

i1, j0
和 τA4,5

i0, j1
属于

f -类。因为对于任意的 i, i′, j, j ′ ∈ [d]，

τ
A4,5
i, j ∪ τA4,5

i′, j′ = τA4
i, j ∪ τ

A5
i, j ∪ τ

A4
i′, j′ ∪ τ

A5
i′, j′ = τ

A4
i, j′ ∪ τ

A5
i′, j ∪ τ

A4
i′, j ∪ τ

A5
i, j′

= τA5
i′, j ∪ τ

A4
i′, j ∪ τ

A4
i, j′ ∪ τ

A5
i, j′ = τ

A4,5
i′, j ∪ τA4,5

i, j′ .
(3.7)

因此 τA4,5
i0, j0

∪ τA4,5
i1, j1

= τ
A4,5
i1, j0

∪ τA4,5
i0, j1
。即有，一个 f -类集合等于一个 k1-类集合

和一个 k2-类集合的并，这显然是不可能的。τ
A4,5
i1, j0
和 τA4,5

i0, j1
属于其它类的情

况也可以类似证明。断言 2证毕。

由断言 2，不失一般性，假设 τA4,5
1,1 属于 1-类且 τA4,5

1,2 属于 2-类。

断言 3：对于任意的 i, j ∈ [d]，τA4,5
i, j 和 τ

A4,5
1, j 的类型相同。
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对断言 3的证明：我们首先证明，对于任意的 i, j ∈ [d]，如果 τA4,5
1, j 不属于

3-类，则 τA4,5
i, j 不属于 3-类。为了导出矛盾，假设存在 i, j ∈ [d] 使得 τA4,5

i, j

属于 3-类且 τA4,5
1, j 不属于 3-类。如果 τA4,5

1, j 属于 1-类，由 (3.7) 有，τA4,5
1, j ⊂

τ
A4,5
1, j ∪ τA4,5

i,2 = τ
A4,5
1,2 ∪ τA4,5

i, j ，这意味着一个 1-类集合被包含在一个 2-类集合

和 3-类集合的并之中，这是不可能的。类似的，如果 τA4,5
1, j 属于 2-类或者

f -类，也可以导出矛盾。因此，在情况 4，一定存在 j ∈ [d]使得 τA4,5
1, j 属于

3-类。不失一般性，假设 τA4,5
1,3 属于 3-类。

为了导出矛盾，假设存在 i, j ∈ [d]使得 τA4,5
i, j 和 τ

A4,5
1, j 的类型不同。如

果 τA4,5
1, j 属于 1-类且 τA4,5

i, j 属于 2-类，由 τA4,5
1, j ⊂ τA4,5

1, j ∪ τA4,5
i,3 = τ

A4,5
1,3 ∪ τA4,5

i, j ，

可导出矛盾。类似的，只要 τA4,5
i, j 和 τ

A4,5
1, j 的类型不同，均可导出矛盾。断言

3证毕。

我们进一步证明，对任意的 i, j ∈ [d]，τA4,5
i, j = τ

A4,5
1, j 。证明还是基于

(3.7)。以 j = 1为例。对于任意的 i , 1，我们有 τA4,5
1,1 ∪ τA4,5

i,2 = τ
A4,5
1,2 ∪ τA4,5

i,1 。

因为 τA4,5
1,1 和 τ

A4,5
i,1 属于 1-类且 τA4,5

i,2 和 τ
A4,5
1,2 属于 2-类，则等式 (3.7)成立仅

当 τA4,5
i,1 = τ

A4,5
1,1 且 τ

A4,5
i,2 = τ

A4,5
1,2 。

因此，A4 ∪ A5同 X4独立。又因为 A5与 X4独立，我们有 A4与 X4独

立。

进一步的，如果 j ∈ [d] 满足 τA4,5
1, j 属于 1-类，则对于任意的 i ∈ [d]，

τ
A4,5
i, j 也属于 1-类，因此 τA1

i, j = I
3 \ τA4,5

i, j 。因为 τ
A4,5
i, j 同 i独立，则 τA1

i, j 也同 i

独立。因此，A1同 X4独立。类似的，A2和 A3都同 X4独立。

综上所述，在情况 4，所有的柱体都同 X4独立。

以上的分类讨论说明只有情况 2和情况 4可能出现。

考虑概率向量 p = ( 29 −
2
3ϵ,

2
9 −

2
3ϵ,

2
9 −

2
3ϵ,

1
6 + ϵ,

1
6 + ϵ) ∈ ∂(G∗)，其中 ϵ > 0是一

个待定的常数。任意选定一个互斥的柱体集A = {A1, ..., A5} ∼ G∗满足 µ(A) = p。

因为当 ϵ 足够小时，p1 < 2p4 − 4p24，此时只有情况 4可能出现。假设所有的事件

都同 X4 独立。选定 B1 ⊂ I{1,5},B2 ⊂ I{2,5},B3 ⊂ I{3,5},B4 ⊂ I{1,2,3},B5 ⊂ I{1,2,3,5} 作
为 A1, ..., A5的基。对于任意的 i ∈ [3]，选择最小的集合∆i ⊆ I{5}和 Λi ⊆ I{i }使得
µ(Bi \ (∆i ×Λi)) = 0成立。因为柱体集A是互斥的，我们有对于任意的 i, j ∈ [3]，

µ(∆i ∩∆j) = 0。对任意的 i ∈ {1,2,3}，令 δi = µ(∆i), λi = µ(Λi)。则有如下的不

等式同时成立：

• δiλi ≥ 2
9 −

2
3ϵ, i ∈ {1,2,3}

• δ1 + δ2 + δ3 ≤ 1
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表 3.1变量版本与抽象版本有差异和无差异的二部图的例子

有差异 无差异

G∗ Gn,n−c，其中 n足够大

G7c,5c 的稀疏二部图 Gn,n−1，其中 n ≥ 4

圈二部图 树

• (1 − λ1)(1 − λ2)(1 − λ3) ≥ 1
6 + ϵ

其中最后一个不等式是因为 B4一定在 (I{1} \ Λ1) × (I{2} \ Λ2) × (I{3} \ Λ3)的变量

内部。然而，容易验证，当 ϵ 很小时，上述这些不等式不可能同时成立。

因此，不存在一个相对于G∗互斥的柱体集A满足 µ(A) = p。因为 p ∈ ∂(G∗)

⊂ V∂(G∗) ∪ VI(G∗)，由定理3.25有 G∗有差异。 □

利用删事件操作和复制变量的逆操作，不难从 G7,5 得到 G∗。因为 G∗ 有差

异，我们有 G7,5也有差异。由推论3.31，我们有如下推论。

推论 3.40. 对于任意的整数 c ≥ 1，所有 G7c,5c 的稀疏二部图变量版本与抽象版

本有差异。

表3.1汇总了本节中得到的有差异和无差异的二部图的例子。

如果一个图中不存在诱导子图是长度大于 3的圈，该图被称为弦图。容易验

证，如果一个二部图的基图不是弦图，即其基图中存在一个诱导子图是长度大

于 3的圈，则该二部图中一定包含一个圈二部图。因此，由定理3.32和推论3.34，

我们有如下结论。

推论 3.41. 给定一个二部图，如果该二部图是树，则其变量版本与抽象版本无差

异。否则，如果其基图不是弦图，则其变量版本与抽象版本有差异。

3.5.2 对有差异和强有差异的依赖图的刻画

从依赖图出发是另一个研究差异是否存在的有趣的视角：如果存在一个有

差异的二部图其基图是 GD，我们称依赖图 GD 是有差异的，否则我们称这个依

赖图没有差异。Kolipaka和 Szegedy (2011)考虑了另外一个相关的概念：如果任

何一个基图是 GD 的二部图都是有差异的，我们称 GD 是强有差异的，否则我们

称它不是强有差异的。
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一个简单的观察是如果GD(GB)是无差异的，则二部图GB无差异；否则，如

果GD(GB)是强有差异的，则GB有差异。利用之前提到的一些结果，我们可以完

全刻画哪些依赖图是有差异的，哪些依赖图是强有差异的，从而解决了Kolipaka

和 Szegedy (2011)提出的开放问题。

定理 3.42. 一个依赖图是无差异的当且仅当它是一棵树。

证明. 由定理3.32和3.33，我们有本定理成立。 □

为了刻画强有差异，我们需要如下定义，其中 Cliq(GD)是依赖图 GD 中极

大团的集合。

定义 3.13. 给定一个依赖图 GD = ([m],E)，令 Cliq(GD) = {C1, ...,Cn} 为 GD 中

极大团的集合。GD 对应的标准二部图，GB(GD)，是二部图 ([m], [n],E ′)，其中

E ′ = {(i, j) ∈ [m] × [n] : i ∈ Cj}。

直观地说，GB(GD)建模了如下由变量生成的事件系统，该系统中 GD 的每

个极大团都有一个特有的随机变量，一个事件依赖于这个变量当且仅当这个事

件在相应的极大团之中。

我们断言，在所有基图是 GD的二部图之中，GB(GD)的变量内部是最大的。

这意味着 GD 是强有差异的当且仅当 GB(GD)是有差异的。

引理 3.43. 给定依赖图GD，对于任意满足GD(GB) = GD的二部图GB有，VI(GB)

⊇ VI(GB(GD))。

证明. 我们分两步来证明这个引理。

第一步：对于任意的二部图 GB = ([m], [n],E)，设 S是 GD(GB)中的一个团，

令二部图 G′
B = ([m], [n + 1],E ′)满足对于任意的 j ∈ R(G′

B)，如果 j = n + 1，则

NG′
B
( j) = S，否则NG′

B
( j) = NGB

( j)。任意选定 p ∈ VE(GB)。存在一个 In中的柱

体集A满足A ∼ GB，µ(A) = p，且 µ(∪A∈AA) = 1。令A′ = {A× I{n+1} : A ∈ A}。
则 A′是 In+1 中的一个柱体集，A′ ∼ G′

B，µ(A′) = p，且 µ(∪A∈A′ A) = 1。因此，

我们有 VE(G′
B) ⊆ VE(GB)。

对于任意满足 GD(GB) = GD 的二部图 GB，对于 GD(GB)中的每一个极大

团，我们如之前所述那样修改GB。令GB为得到的二部图。不难验证，VI(GB) ⊇
VI(GB)。
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第二步：GB同GB(GD)的唯一区别是可能存在 j , k ∈ R(GB)使得NGB
( j) ⊆

NGB
(k)。对 GB重复使用复制变量的逆操作，直到无法去掉冗余变量为止，最终

得到的二部图即是 GB(GD)。因为在证明复制变量操作不影响二部图是否有差异

时 (即定理3.26)，我们其实证明了复制变量操作不影响二部图的变量边界，因此

该操作也不影响二部图的变量内部。这意味着 VI(GB) = VI(GB(GD))。

综上所述，我们有 VI(GB) ⊇ VI(GB(GD))。 □

弦图一个很有趣的性质是存在一个顶点只出现在一个极大团中。现在我们

来证明关于弦图的如下结论。

引理 3.44. 任何弦图都不是强有差异的。

证明. 令 GD = ([m],E)是一个弦图。我们对 m进行归纳。

归纳基础：m = 1。此时 GD 显然不是强有差异的。

归纳假设：引理对 m < M 成立。

归纳：考虑 m = M的情况。令GB = GB(GD) = ([m], [n],E)。不失一般性，假

设图 GD 中的顶点 m只出现在一个极大团 S = {m− k + 1, ...,m}之中。这意味着，

m ∈ L(GB)在 GB 中只有一个邻居，设这个邻居为 n，则有 NGB
(n) = S。令 G′

B

为从 GB 中删除顶点 m ∈ L(GB)后得到的二部图，G′
D 为从 GD 中删除顶点 m之

后得到的弦图。显然，如果 S \ {m}依然是 G′
D 的一个极大团，则 G′

B = GB(G′
D)；

否则，GB(G′
D)可以通过对 G′

B应用复制变量的逆操作得到。因此，我们总有 G′
B

无差异当且仅当 GB(G′
D)无差异。

任意选定 p ∈ V∂(GB)。令 p′ = (p1, ..., pm−k,
pm−k+1
1−pm

, ..., pm−1
1−pm

)。选定 λ > 0使

得 λp′ ∈ V∂(G′
B)。对 G′

D 应用归纳假设，由定理3.25有，存在 Im 中的柱体集

A′ = A′
1, ..., A

′
m−1 满足 A′ 相对于 G′

B 互斥，µ(A′) = λp′，且 µ(∪A′∈A′ A′) = 1。

对于任意的 1 ≤ i ≤ m − k，令 Ai = A′
i，对于任意的 m − k < i < m，令

Ai = {(x1, ..., xn−1, xn(1 − pm)) : (x1, ..., xn−1, xn) ∈ A′
i}，令 Am = {(x1, ..., xn) ∈

In : xn ≥ 1 − pm}。因为 µ(∪A′∈A′ A′) = 1 且 A′
1, ..., A

′
m−k 同 Xn 独立，我们有

µ((In−1 × [0,1 − pm]) ∩ (∪1≤i≤m−1Ai)) = 1 − pm。因此，令 A = {A1, ..., Am}，我们
有 µ(∪A∈AA) = 1，µ(A) = q ≜ (λp1, ..., λpm−1, pm)，且 A相对于 GB 互斥。由推

论3.21有，q ∈ V∂(GB)。因此，由引理3.5，我们有 q = p。

综上所述，对于任意的 p ∈ V∂(GB)，存在一个相对于 GB 互斥的柱体集 A

满足 µ(A) = p。由定理3.25有，GB 无差异。因此，GD 不是强有差异的。 □

58



第 3章变量版本局部引理

现在我们可以完全刻画什么样的依赖图是强有差异的。

定理 3.45. 一个图是强有差异的当且仅当它不是弦图。

证明. 任意选定图 GD。

如果它不是弦图，则其一定有一个诱导子图是长度大于 3的圈。由推论3.34，

GB(GD)是有差异的，因此 GD 是强有差异的。

另一方面，如果 GD 是弦图，则由引理3.44有，它不是强有差异的。 □

定理3.32可以看作是定理3.45的推论。

3.6 难解性

在本节中，我们定义一些同刻画二部图的变量内部相关的计算问题，并证明

这些问题是难解的。

定义 3.14 (MUP问题). 给定一个二部图 GB = ([m], [n],E)和概率向量 p ∈ (0,1]m，

计算 Ψ(GB,p) ≜ maxA∼GB ,µ(A)=p µ (∪A∈AA)，其中 A是 In中的柱体集，µ是勒贝

格测度。

定义 3.15 (INT 问题). 给定一个二部图 GB 和概率向量 p ∈ (0,1)m，判定 p ∈

VI(GB)是否成立。

定理 3.46. MUP是 #P-难的。

证明. 我们只需证明，当 GB 是 (3,2)-正则二部图，p = ( 18,
1
8, ...,

1
8)时，MUP是

#P-难的。

任意选定一个 (3,2)-正则二部图 GB = ([m], [n],E)。我们将构造一个 In 中相

对于 GB 互斥的柱体集 A满足 µ(A) = p。

任意选定一个将 [n] 中的每一个顶点映射到它的某个邻居的函数 f : [n] →
[m]。对于任意的 i ∈ [m]，按如下方式定义柱体 Ai ⊂ In：对于 i的每个邻居 j，如

果 f ( j) = i，则 0 ≤ Xj ≤ 1/2，否则 1/2 < Xj ≤ 1。令 A = {A1, ..., Am}。

因为每个 i ∈ [m]在 GB 中恰好有三个邻居且每个 j ∈ [n]恰好有两个邻居，

我们有 µ(A) = p且A相对于 GB是互斥的。因此，由引理3.22有，µ(∪i∈[m]Ai) =

Ψ(GB,p)。

上述构造其实将 In 分成了 2n 块，其中每块的测度为 2−n。A中的任何一个

柱体都是由其中一些块组成。令 {Bk1,k2,...,kn : 对于任意的 j ∈ [n], k j ∈ {0,1}} 表
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示这 2n 块，其中 Bk1,k2,...,kn 表示的块满足如果 k j = 0，则 0 ≤ Xj ≤ 1/2，如果

k j = 1，则 1/2 < Xj ≤ 1。给定 k1, k2, ..., kn ∈ {0,1}和 i ∈ [m]，我们有如下条件是

等价的。

1. Bk1,k2,...,kn ⊆ Ai。

2. 对于 i在 GB 中的每个邻居 j，k j = 0当且仅当 f ( j) = i。

令 N 表示在 ∪i∈[m]Ai 之外的块数。则我们有 µ(∪i∈[m]Ai) = 1 − N/2n，因此，

计算 Ψ(GB,p)等价于计算 N。

另一方面，计算 N 同 3-SAT问题相关。令 {y1, ..., yn} 是一个布尔变量的集

合。对于任意的 i ∈ [m]，假设 j1, j2, j3是 i在 GB中的邻居；定义一个 3-SAT的子

句 ϕi = zj1 ∨ zj2 ∨ zj3，其中对于任意的 k ∈ [3]，如果 f ( jk) = i，则文字 zjk ≜ yjk，

否则 zjk ≜ yjk。则 ϕ ≜ ϕ1 ∧ ... ∧ ϕm 的事件-变量图恰好是 GB。因为每个变量本

身和该变量的非恰好都只出现一次，我们有 ϕ一个是 Holant([0,1,0]|[0,1,1,1])或

者 Rtw-Opp-#3SAT实例。

考虑如下赋值，对于任意的 j ∈ [n]，令 yj = k j。容易验证 ϕ被满足当且仅

当 Bk1,k2,...,kn 落在 ∪i∈[m]Ai之外。因此，N 是使得 ϕ为真的赋值的数目。因此，由

(Cai等, 2008,定理 8.1)有，即使 GB是 (3,2)-正则的，计算 N 依然是 #P-难的。 □

注. (Harvey等, 2016, Section C)证明了判定 p ∈ I(GB)是否成立是 #P-难的。这

里的证明受到了该证明的启发。

注. 上述证明中定义的 Ψ(GB,p)是一个分母为 2n 的真分数。这个观察将被用在

下一个定理的证明中。

由定理3.46，可以证明如下结果。

定理 3.47. INT是 #P-难的。

证明. 给定一个 (3,2)-正则二部图GB和概率向量p = ( 18,
1
8, . . . ,

1
8)，假设Ψ(GB,p) =

1 − N
2n。

令 r ∈ [0,1]。构造二部图 G′
B = ([m + 1], [n],E ′)和概率向量 p(r)，其中 E ′ =

E ∪ {(m + 1,1), (m + 1,2), . . . , (m + 1,n)}且 p(r) = ( 18,
1
8, . . . ,

1
8,r)。

不难验证，p(r) ∈ VI(G′
B)当且仅当 1 − N

2n + r < 1。令 rmax 为最大的满足

p(r) ∈ VI(G′
B)的 r。显然，rmax =

N−1
2n 。

为了计算 rmax，从而算出Ψ(GB,p)，利用二分搜索，我们只需要求解 poly(n)

个 INT的实例，即判定 p(ri) ∈ G′
B是否成立，其中 ri是第 i个实例的参数。因此，

由定理3.46，我们有 INT是 #P-难的。 □
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第 4章 量子版本局部引理

本章将给出量子版本局部引理的紧的条件。首先，我们给出将会用到的基本

定义。

4.1 量子版本的定义和记号

令 GB = ([m], [n],EB) 为一个给定的相互作用图，r = (r1,r2, · · · ,rm) 为一个

给定的相对维度向量。在本文中，我们只关心有限维的量子系统，也只考虑相

对维度是有理数的情况。同时，不失一般性，我们假设相对维度一定是正数，即

r ∈ (0,1]m。因为在归纳证明定理4.5的过程中会引入不连通的相互作用图，我们

在本章中不假设二部图 GB 是连通的。

设V是某个向量空间，W1, . . . ,Wk是V的子空间，如果V = W1+W2+· · ·+Wk

且 W1, . . . ,Wk 线性独立，我们称 V 是 W1, . . . ,Wk 的直和，记为 V = W1 ⊕ W2 ⊕

· · · ⊕ Wk。

定义 4.1 (由 qudit张成的希尔伯特空间). 设某个量子系统由 n个 qudit构成。则这

个量子系统的希尔伯特空间是一个复数域 C上的 n阶直积空间，H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗

Hn。对于任意的 S ⊆ [m]，令 HS :=
⊗

i∈S Hi 为由 S中的 qudit张成的希尔伯特

空间，比如H{1,2} = H1 ⊗ H2。对于任意的 j ∈ [n]，令 dim(Hj)表示Hj 的维数，

令 dim(H1, · · · ,Hn)分别表示 (dim(H1),dim(H2), · · · ,dim(Hn))的维数。

对于某个 qudit，Hi，设 {|l⟩ : l ∈ [di]}为Hi的标准计算基。如果作用在Hi上

的任何一个哈密尔顿量 Πj 都能被写成
∑

l∈Si j |l⟩⟨l | ⊗ Πi jl 的形式，其中 Si j ⊆ [di]，

Πi jl 是子空间H[n]\{i }上的投影算符，我们称Hi 相对于 Π =
∑

j Πj 是经典的，或

者Hi 相对于 Π =
∑

j Πj 是经典变量。在不引起歧义的情况下，我们将省略“相

对于 Π =
∑

j Πj”。

定义 4.2 (投影算符，子空间和相对维度). 给定子空间 V ⊂ H，令 ΠV 表示投影

到 V 上的投影算符。ΠV 相对于H的相对维度定义为 RH(ΠV ) :=
tr(ΠV )

dim(H)
=

dim(V)

dim(H)
。

在不引起歧义的情况下，我们将直接称 RH(ΠV ) 为 ΠV 的相对维度，并简记为

R(ΠV )。由上述定义有，R(ΠV )是一个有理数。

如果V1, · · · ,Vm没有张满整个空间H[n]，我们称子空间的集合V = {V1, · · · ,Vm}
是无忧的，并用 R(V)来表示向量 (R(V1), · · · ,R(Vm))。在本文中，我们将无差别
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地使用“子空间”和“投影算符”。

定义 4.3 (图上的哈密尔顿量). 给定一个二部图 GB = ([m], [n],EB)和局域哈密尔

顿量 V = {V1, · · · ,Vm}，如果对于任意的 i ∈ [m]，ΠVi
平凡地作用在 [n] \N (i)中

的 qudit上，我们称 V = {V1, · · · ,Vm}同 GB 一致，记为 V ∼ GB。因此，我们可

以将 Vi 写成 V loc
i ⊗ H[n]\N (i)的形式，其中 V loc

i ⊆ HN (i)。

定义 4.4 (多变量独立集多项式). 给定依赖图 GD = ([m],E)和向量 x = (xv : v ∈
[m])，令 I(GD,x) =

∑
S∈Ind(GD)(−1) |S |

∏
v∈S xv，其中 Ind(GD)为 GD 的所有独立

集构成的集合。我们称 I(GD,x)为 GD 的多变量独立集多项式。

给定一个二部图 GB = ([m], [n],E)和向量 x = (xv : v ∈ [m])，令 I(GB,x) =

I(GD(GB),x)。类似的，我们称 I(GB,x)为 GB的多变量独立集多项式。在不引起

歧义的情况下，我们将 I(GB,x)简记为 I(GB)。

定义 4.5 (诱导子图). 给定二部图GB = ([m], [n],EB)和集合 S ⊆ [m]，令GB(S)表示

仅包含 S中的左顶点和全部右顶点的 GB的诱导子图。给定依赖图 GD = (V,ED)

和集合 S ⊆ V，令 GD(S)表示仅包含 S中的顶点的 GD 的诱导子图。

定义 4.6 (Shearer界). 给定二部图 GB = ([m], [n],E)和向量 x = (xv : v ∈ [m])，如

果存在 S ⊆ [m]满足 I(GB(S),x) ≤ 0，我们称 (GB,x)超出了 Shearer界。否则，我

们称 (GB,x)在 Shearer界之内。

我们按如下方式定义相互作用图的量子内部。

定义 4.7 (二部图的量子内部). 给定相互作用图GB，定义GB的量子内部，QI(GB)，

为

QI(GB) =
{
r :存在一个有理向量 r′ ≥ r使得对于任意的子空间集合 V，如果

V ∼ GB，且 V 的相对维度为 r′，则 R
( ∑
V ∈V

V
)
< 1始终成立。

}
量子版本局部引理（QLLL）就是要给出对 QI(GB)的刻画。

定义 4.8 (二部图的量子边界). 二部图GB = ([m], [n],E)的量子边界，Q∂(GB)，定

义为

Q∂(GB) =
{
r ∈ (0,1]m :对于任意的 ϵ ∈ (0,1)，(1 − ϵ)r ∈ QI(GB)

且 (1+ ϵ)r < QI(GB)
}
。

我们称 r ∈ Q∂(GB)为 GB 的一个量子边界向量。
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定义 4.9 (随机子空间). 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)，有理向量 r = (r1, · · · ,rm)
和整数向量 d = (d1, · · · , dm)，如果 H[n] 的某个子空间集合 V 满足 V ∼ GB，

R(V) = r，其中H[n]满足 dim(H1, · · · ,Hn) = d，我们称子空间集合 V是 (GB,r,d)

情形下的一个实例。如果H[n]的某个子空间集合 V 满足 V ∼ GB，R(V) ≤ r，其

中H[n]满足 dim(H1, · · · ,Hn) = d，我们称子空间集合 V 是 (GB,≤ r,d)情形下的

一个实例。

进一步地，令 V loc
i 表示HN (i)的相对维度为 R(V loc

i ) = ri 的随机子空间，这

里采用哈尔测度（Haar measure）。如果 dim(H1, · · · ,Hn) = d，且对于任意的

i ∈ [m]，Vi = V loc
i ⊗H[n]\N (i)，我们称H[n]的子空间集合 V 是 (GB,r,d)情形下的

一个随机实例。

4.2 量子版本的主要工具

几何化定理是由 Laumann等人建立起来的重要工具 (Laumann等, 2009)。利

用几何化定理，我们可以通过证明“存在性”来证明“几乎一定满足”。

定理 4.1 (几何化定理 (Laumann 等, 2009)). 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)，维

度向量 d 和相对维度向量 r，如果存在 (GB,r,d) 情形下的实例 {V∗
i }i∈[m] 满足

R(
∑

i∈[m] V∗
i ) = 1，则 (GB,r,d)情形下的随机实例 V以概率 1满足 R(

∑
i∈[m] Vi) = 1。

独立集多项式是证明中用到的另一个工具。对于任意的有理数 r ∈ (0,1)，令

M(r)表示将 r 写成真分数时的分母。由独立集多项式的定义，即定义4.4，容易

验证独立集多项式满足如下这些性质。

命题 4.2. 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)和向量 r，我们有：

(a) 若 r是有理向量，则 I(GB)能够被写成一个以 Πm
i=1M(ri)为分母的分数；

(b) 对于任意的 i < S ⊊ [m]，I(GB(S ∪ {i})) = I(GB(S)) − ri · I(GB(S\Γi))；

(c) 设右顶点 n满足N (n) = [t]，则 I(GB) = I(GB([m]\[t]))−∑t
l=1 rl ·I(GB([m]\Γ+

l
));

(d) 对于任意的 ∅ ⊊ S ⊊ [m]，如果 S中的顶点与 [m]\S的顶点在 GD(GB)中

不相邻，则 I(GB) = I(GB(S)) · I(GB([m]\S))。

如定理1.2所示，独立集多项式给出了抽象版本局部引理的紧的条件。同时，

还可以证明，独立集多项式满足如下性质。

命题 4.3. 给定二部图 GB = ([m], [n],EB) 和向量 r ∈ (0,1]m，如果对于任意的

S ⊊ [m]，I(GB(S),r) > 0，则
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(a) 对于任意的 S ⊆ S′ ⊆ [m]，I(GB(S)) ≥ I(GB(S′))；

(b) 对于任意的 S ⊆ [m]，I(GB(S)) ≤ 1；

(c) 如果 m ≥ 2，则对于任意的 i ∈ [m]，ri < 1；

(d) 如果 I(GB,r) ≤ 0，则 GD(GB)是连通的。

证明. (a)&(b)对于任意的 i < S ⊊ [m]，由命题4.2 (b)，我们有 I(GB(S ∪ {i})) =
I(GB(S)) − ri · I(GB(S\Γi)) ≤ I(GB(S))。也就是说，随着 S的增大，I(GB(S))非

增。因此，我们有对于任意的 S ⊆ S′ ⊆ [m]，I(GB(S)) ≥ I(GB(S′))。进一步地，

对于任意的的 S ⊆ [m]，我们有 I(GB(S)) ≤ I(GB(∅)) = 1。

(c) 如果 ri = 1，则 I(GB({i})) = 0，这与假设 I(GB(S),r) > 0 对任意的

S ⊊ [m]成立相矛盾。

(d)假设存在 ∅ ⊊ S ⊊ [m]使得 S 中的顶点与 [m]\S 中的顶点在 GD(GB)中

不相邻。由命题4.2 (d) 有，I(GB) = I(GB(S))I(GB([m]\S)) ≤ 0。因此，我们有

I(GB(S)) ≤ 0或 I(GB([m]\S)) ≤ 0，由此导出矛盾。 □

我们还将用到如下命题。

命题 4.4. 如果存在 (GB,r,d)情形下的实例 V 张满整个空间，则对于任意的 d′满

足 d ′
j 是 dj 的倍数，(GB,r,d′)情形下的随机实例以概率 1张满整个空间。

证明. 不失一般性，假设 d′ = (d1, · · · , dn−1, k ·dn)，其中 k ≥ 1是整数。令
⊗

i∈[n] H′
i

为某个维度为 dim(H′
1, · · · ,H′

n) = d′的希尔伯特空间。我们将第 n个 qudit，H′
n，分

解成 k个正交的子空间H′
n =

⊕
l∈[k] H′

nl，其中对于任意的 l ∈ [k]，dim(H′
nl) = dn。

则对于任意的 l ∈ [k]，我们有 H′
[n−1] ⊗ H′

nl 的维度均为 d，因此可由某个相对于

H′
[n−1] ⊗ H′

nl 的相对维度为 r的子空间集合 Vl ∼ GB 张满。令 V ′ =
⊕

l∈[k] Vl，容

易验证 V ′是 (GB,r,d′)情形下的一个实例，且 V ′张满 H′
[n]
。由几何化定理，我

们有 (GB,r,d′)情形下的随机实例以概率 1张满H′
[n]
。 □

4.3 Shearer界对量子版本局部引理是紧的

在本节中，我们将证明 Shearer 界对量子版本局部引理是紧的。Sattath 等

(2016)已经证明了 I(GB,r)是未被覆盖的子空间的相对维度的下界，即有如下定

理。
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定理1.3 (子空间版本). 给定二部图GB = ([m], [n],EB)和有理向量 r ∈ (0,1]m，如果

(GB,r)在 Shearer界之内，则对于任意的相对维度为 r的子空间集合 V = {V1, · · · ,
Vm}，1 − R(

∑m
i=1 Vi) ≥ I(GB,r)。

因此，我们只需证明下界 I(GB,r)是可以达到的。令 1表示所有元素均为 1

的向量。

定理 4.5. 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)和有理向量 r = (r1, · · · ,rm) ∈ (0,1]m，

(a) 如果 (GB,r)超出了 Shearer界，则存在 d = (d1, · · · , dn) ≤ Πm
i=1M(ri)2

2m ·1
使得 (GB,r,d)情形下的随机实例 V 满足 P(R(

∑
i∈[m] Vi) = 1) = 1。

(b) 否则，(GB,r)在 Shearer界之内。则存在 d = (d1, · · · , dn) ≤ Πm
i=1M(ri)2

2m+3 ·

1使得 (GB,r,d)情形下的随机实例 V 满足 P(R(
∑

i∈[m] Vi) = 1 − I(GB,r)) = 1。

之前提到过，利用几何化定理，我们可以通过证明“存在性”来证明“几乎

一定满足”。为了证明存在性，我们在归纳的过程中使用随机构造。以下的例子

展示了我们证明定理4.5 (a)的主要思想。

例 4.1. 定理4.5 (a) 的证明是通过对 GB 的左顶点数进行归纳。假设定理对所有

左顶点数不超过 3 的二部图成立。接下来，我们以长为 4 的圈二部图为例来

说明如何进行归纳。考虑圈二部图 GB = ([4], [4],E)，其中 E = {(i, i), (i, i + 1

(mod 4)), i ∈ [4]})。设 r = ( 13,
1
3,

1
4,

1
4)。

因为GB的基图是一个长为 4的圈，因此，I(GB,r) = 1−∑4
i=1 ri+r1 ·r3+r2 ·r4 =

0。我们采用如下随机构造：令H2 := e1 ⊕ e2 ≃ C2，且

1. V loc
1 = V ′

1 ⊗ e1，其中 V ′
1 是H1的相对维度为 R(V ′

1 ) =
2
3 的随机子空间，

2. V loc
2 = e2 ⊗ V ′

2，其中 V ′
2 是H3的相对维度为 R(V ′

2 ) =
2
3 的随机子空间，

3. V loc
3 是H3 ⊗ H4的相对维度为 R(V3) =

1
4 的随机子空间，

4. V loc
4 是H4 ⊗ H1的相对维度为 R(V4) =

1
4 的随机子空间。

其中H1,H3,H4的维度，(d1, d3, d4)，将会在之后确定。

考虑子空间 e1 ⊗ H1,3,4 := H′及相应的哈密尔顿量 V1 ∩H′,V3 ∩H′,V4 ∩H′。

容易验证，这些哈密尔顿量相对于 H′的相对维度分别为 2
3,

1
4 和

1
4。因为这个子

系统的基图是一条长为 3的路径，则其独立集多项式为 1 − 2
3 −

1
4 −

1
4 +

2
3 ·

1
4 = 0。

因此，由归纳假设，存在 d ′
1, d

′
3和 d ′

4使得 V1 ∩H′,V3 ∩H′,V4 ∩H′以概率 1张满

H′。类似的，存在 d ′′
1 , d

′′
3 和 d ′′

4 使得 V2 + V3 + V4 以概率 1覆盖 e2 ⊗ H1,3,4。令

向量 (d1, d3, d4)满足对于任意的 i ∈ [3]，di 是 d ′
i 和 d ′′

i 的公倍数。由命题4.4结合
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union bound有 {Vi}4i=1以概率 1张满全空间。我们已经证明了“存在性”。结合几

何化定理，我们有定理4.5 (a)对长为 4的圈二部图和相对维度向量 r = ( 13,
1
3,

1
4,

1
4)

成立。

现在，我们来证明定理4.5。

证明. (a). 我们对 GB 中的左顶点数进行归纳。

归纳基础：GB 只有一个左顶点。此时，定理显然成立。

归纳假设：定理对所有左顶点数不超过 m − 1的二部图成立。

归纳：考虑有 m个左顶点的二部图 GB。令 S ⊆ [m]满足 I(GB(S),r) ≤ 0且对于

任意的 S′ ⊆ [m]，如果 |S′ | < |S |，则 I(GB(S′),r) > 0。则我们有 (GB(S),r)超出

了 Shearer界。

如果 S ⊊ [m]，则由归纳假设，存在 d ≤ Πi∈SM(ri)2
2m ·1使得 (GB(S),r,d)情形

下的某个实例 V 满足 R(
∑

i∈S Vi) = 1。令 d′ = Πi<SM(ri)2
2m · d ≤ Πm

i=1M(ri)2
2m · 1，

由命题4.4有，存在 (GB(S),r,d′)情形下的子空间集合 V ′张满整个空间。对于任

意的 i < S，因为所有的 dim(Hj)均为 M(ri)的倍数，我们可以从HN (i)中任意选

取一个相对维度为 ri 的子空间作为 V loc
i 。由此，我们得到了一个 (GB,r,d′)情形

下的子空间集合张满整个空间。由几何化定理，我们有本定理成立。

接下来我们假设 S = [m]，则由假设 S 满足 I(GB(S′),r) > 0 对于任意的

|S′ | < |S |成立，我们有对于任意的 T ⊊ [m]，I(GB(T),r) > 0成立。由命题4.3 (d)

有，GD(GB)是连通的。因此，GB 中一定存在某个右顶点同至少两个左顶点相

邻。不失一般性，我们假设右顶点 n满足条件且 N (n) = [t]，其中 t ≥ 2。

由几何化定理，我们只需要证明存在相对维度为 r的子空间集合 {V1, · · · ,Vm}
张满整个空间。构造V1, · · · ,Vm如下。将Hn任意分解为 t个正交的子空间H1

n, · · · ,
Ht

n，其中对于任意的 i ∈ [t]，

dim(Hi
n) :=

ri · I(GB([m]\Γ+
i ))∑t

l=1 rl · I(GB([m]\Γ+
l
))

· dim(Hn). (4.1)

接下来我们证明这是一个合理的分解。我们需要说明以下三点：(4.1)的分

母不为 0，这些正交子空间的维度之和即为整个空间的维度，存在 dim(Hn)使得

每个Hi
n的维度都是正整数。上述这三点均成立，因为

1. 对于任意的 i ∈ [t]，由假设 ri > 0和 I(GB(T),r) > 0对任意的 T ⊊ [m]成

立，我们有 ri · I(GB([m]\Γ+
i )) > 0。

2. 由Hi
n的定义，我们有

∑t
l=1 dim(Hl

n) = dim(Hn)。
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3. 由命题4.3 (b)有，I(GB([m]\[t])) ≤ 1。同时，由命题4.2 (b)有，I(GB) =

I(GB([m]\{1}))−r1 · I(GB([m]\Γ+
1 )) ≥ 0−1·1 ≥ −1。因此，由命题4.2 (c)有，

∑t
l=1 rl ·

I(GB([m]\Γ+
l
)) = I(GB([m]\[t])) − I(GB) ≤ 2。对于任意的 i ∈ [t]，对 GB([m]\Γ+

i )

应用命题4.2 (a)有，ri · I(GB([m]\Γ+
i ))可以被写成一个以 Πi∈[m]\Γi

M(ri)为分母的

真分数。又因为
∑t

l=1 rl · I(GB([m]\Γ+
l
)) ≤ 2，则存在 dn ≤ 2Πm

i=1M(ri)使得所有

的 dim(Hi
n)均为正整数。由命题4.3 (c)，我们有 ri < 1。因此，M(ri) ≥ 2。则有

dn ≤ 2Πm
i=1M(ri) ≤ Πm

i=1M(ri)2
2m
。

因此，可按如下方式选定相对于H[n]的相对维度为 r的子空间集合 {V1, . . . ,Vm}，

其中，H1, · · · ,Hn−1的维度，(d1, · · · , dn−1)，将在之后确定：

• 对于任意的 i ≤ t，如果 ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)

≤ 1，令 V loc
i 为 HN (i)\{n} ⊗ Hi

n 的一

个相对于 HN (i)\{n} ⊗ Hi
n 的相对维度为 ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
的子空间；否则，令 V loc

i 为(
HN (i)\{n} ⊗Hi

n

)
⊕

(
V loc,of
i ⊗

(⊕
l,i Hl

n

) )
，其中 V loc,of

i 是HN (i)\{n}的一个相对于

HN (i)\{n} 的相对维度为 (ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
− 1) · dim(Hn)∑

l,i dim(Hl
n)
的任意子空间。

• 对于任意的 i > t，令 V loc
i 为HN (i)的一个相对于HN (i)的相对维度为 ri的

随机子空间。

给定 i ∈ [t]，考虑子空间H[n−1]⊗Hi
n以及相应的哈密尔顿量Vi,Vt+1, · · · ,Vm在

这个子空间上的投影。一方面，如果 ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)

≤ 1，则Vi在这个子空间的相对维度

为 ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
，而Vt+1, · · · ,Vm在这个子空间的相对维度保持不变。因此，由命题4.2

(b)有，这个子系统的独立集多项式为 I(GB([m]\[t]))− ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
· I(GB([m]\Γ+

i ))。

由 (4.1)有

I(GB([m]\[t])) − ri
dim(Hn)

dim(Hi
n)

I(GB([m]\Γ+
i )) = I(GB([m]\[t])) − ∑t

l=1 rl · I(GB([m]\Γ+
l
)).

由命题4.2 (c)有

I(GB([m]\[t])) − ∑t
l=1 rl · I(GB([m]\Γ+

l
)) = I(GB).

由假设 S = [m]及 I(GB(S),r) ≤ 0，我们有 I(GB) ≤ 0。结合上述两个不等式，我

们有

I(GB([m]\[t])) − ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
· I(GB([m]\Γ+

i )) = I(GB) ≤ 0.

因此，由归纳假设，有存在 (d(i)

1 , · · · , d
(i)

n−1) ≤
(
M(ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
)·Πm

i=t+1M(ri)
)22(m−t+1)

·1，
使得若 (d1, · · · , dn−1) = (d(i)

1 , · · · , d
(i)

n−1)，则 Vi,Vt+1, · · · ,Vm 以概率 1张满 H[n−1] ⊗
Hi

n。由 M(ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
) ≤ Πm

i=1M(ri)有

(d(i)

1 , · · · , d
(i)

n−1) ≤
(
M(ri ·

dim(Hn)

dim(Hi
n)
) ·Πm

i=t+1M(ri)
)22(m−t+1)

· 1 ≤ Πm
i=1M(ri)2

2(m−t+1) ·2 · 1
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另一方面，如果 ri · dim(Hn)

dim(Hi
n)
> 1，由 V loc

i 的定义，我们有 H[n−1] ⊗ Hi
n ⊆ Vi。

同时，容易验证 V loc,of
i 相对于 HN \{n} 的相对维度可以被写成一个分母不超过

Πm
i=1M(ri)2的真分数。因此，存在

(d(i)

1 , · · · , d
(i)

n−1) ≤ Πm
i=1M(ri)3 · 1 ≤ Πm

i=1M(ri)2
2(m−t+1) ·2 · 1

使得若 (d1, · · · , dn−1) = (d(i)

1 , · · · , d
(i)

n−1)，则V loc
i 和Vt+1, · · · ,Vm的维度均为正整数。

又由 Vi 和 Vt+1, · · · ,Vm的定义有，Vi,Vt+1, · · · ,Vm以概率 1张满空间H[n−1] ⊗ Hi
n。

对于任意的 j ∈ [n−1]，令 dj 为 d(1)
j , · · · , d

(t)
j 的最小公倍数。显然，对于任意

的 i ∈ [t]，Vi,Vt+1, · · · ,Vm以概率 1张满H[n−1] ⊗Hi
n。由 union bound，有 V1, · · · ,Vm

以概率 1张满全空间 H[n]。由几何化定理，有 (GB,r,d)情形下的随机实例 V 以

概率 1张满全空间 H[n]。又因为 (d(i)

1 , · · · , d
(i)

n−1) ≤ Πm
i=1M(ri)2

2(m−t+1) ·2 · 1且 t ≥ 2，

容易验证 (d1, · · · , dn−1) ≤ Πm
i=1M(ri)2

2(m−t+1) ·2t · 1 ≤ Πm
i=1M(ri)2

2m · 1。

(b). 给定 GB = ([m], [n],EB) 和有理向量 r = (r1, · · · ,rm) 满足 (GB,r) 在

Shearer 界之内，则 I(GB,r) > 0。我们按如下方式构造 GB
′ 和 r′。令 GB

′ =

([m + 1], [n],E ′
B)，其中 E ′

B = EB ∪ {(m + 1,1), (m + 1,2), · · · , (m + 1,n)}，即

N (m + 1) = [n]。令 r′ 为 (r1, · · · ,rm,rm+1)，其中 rm+1 = I(GB,r) > 0。则 G′
B

的独立集多项式为 I(G′
B,r′) = I(GB,r) − rm+1 = 0。

容易验证 M(rm+1) ≤ Πm
i=1M(ri)。由此，由本定理 (a)有，存在

d = (d1, · · · , dn) ≤ Πm+1
i=1 M(ri)2

2(m+1) · 1 ≤ Πm
i=1M(ri)2

2m+3 · 1

使得 (G′
B,r′,d)情形下的随机子空间的集合 V ′满足 P

(
R(

∑
i∈[m+1] V ′

i ) = 1) = 1。因

此，由 R(
∑

i∈[m] V ′
i ) ≥ R(

∑
i∈[m+1] V ′

i )−R(V ′
m) (Ambainis等, 2012)，我们有 (GB,r,d)

情形下的随机子空间集合 V = {V ′
1 , · · · ,V ′

m}满足 P
(
R(

∑
i∈[m] V ′

i ) ≥ 1 − I(GB,r)
)
=

1。又由定理1.3有，R(
∑

i∈[m] V ′
i ) ≤ 1 − I(GB,r)，我们有 P(R(

∑
i∈[m] V ′

i ) = 1 −
I(GB,r)) = 1。 □

接下来，我们证明本章的主定理，定理1.4。该定理可以看作是定理4.5的推

广。定理4.5中的结论只对某些特定维度的 qudit才成立。定理1.4将定理4.5中的

结论推广到了所有维度足够大的 qudit上。

定理1.4 (形式化版本). 对于任意的二部图 GB = ([m], [n],EB)和 ϵ > 0，存在正整

数向量 D = (D1, · · · ,Dn) ≤ ⌈2⌈2m/ϵ⌉m22mmn/ϵ⌉ · 1 使得对于任意的正整数向量
d ≥ D，有理向量 r ∈ (0,1]m和 r′ ≥ r+ ϵ

m
· 1有
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(a) 如果 (GB,r)超出了 Shearer界，则 (GB,r′,d)情形下几乎所有的子空间

集合均满足 R(
∑m

i=1 V ′
i ) = 1，因此，(GB,r,d) 情形下的几乎所有子空间均满足

R(
∑m

i=1 Vi) ∈ [1 − ϵ,1]。

(b) 否则，(GB,r′,d) 情形下的几乎所有子空间 V ′ 均满足 R(
∑m

i=1 V ′
i ) ≥ 1 −

I(GB,r)，因此，(GB,r,d) 情形下的几乎所有子空间 V 均满足 R(
∑m

i=1 Vi) ∈ [1 −
I(GB,r) − ϵ,1 − I(GB,r)]。

证明. 令 R =
{

1
⌈2m/ϵ ⌉ (z1, · · · , zm) :对于任意的i ∈ [m], zi ∈ [⌈2m/ϵ⌉ − 1]

}
∪ {1} 为

一个有理向量的有限集合，则不难验证，对于任意的 r ∈ (0,1]m，存在有理的

r∗ ∈ R使得 r ≤ r∗ ≤ r + ϵ
2m · 1。由定理4.5有，对于任意有理的 r∗ ∈ R，存在

d∗ ≤ Πm
i=1M(r∗i )

22m ≤ ⌈2m/ϵ⌉m22m 使得 (GB,r∗,d∗)情形下，

1. 如果 (GB,r∗)超出了 Shearer界，则存在实例 V∗张满整个空间；

2. 否则，存在实例 V∗满足 R(
∑

i∈[m] V∗
i ) = 1 − I(GB,r∗)。

对于任意的 j ∈ [n]，令 Dj 为maxr∗∈R⌈2d∗
j mn/ϵ⌉。则有 Dj ≤ ⌈2⌈2m/ϵ⌉m22mmn/ϵ⌉。

(a). 假设 (GB,r)超出了 Shearer界，且 r∗满足 r ≤ r∗ ≤ r+ ϵ
2m · 1。对于任意

的 d ≥ D和 r′ ≥ r∗ + ϵ
2m · 1，令H[n]的维度为 dim(H1, · · · ,Hn) = d。我们构造一

个 H[n] 的维度为 dim(V ′) ≤ r′的子空间集合 V ′ ∼ GB，使得 V ′张满全空间。则

由几何化定理，我们有结论成立。对 V ′的构造如下：

1. 对于任意的 j ∈ [n]，将Hj分解成两个正交的子空间Hj = Ha
j ⊕Hb

j，其中

dim(Ha
j ) = ⌊ d j

d∗
j
⌋ · d∗

j，dim(Hb
j ) = dj (mod d∗

j )。因为 dim(Ha
j )是 d∗

j 的倍数，则由

命题4.4有，存在相对于Ha
[n]
的相对维度为 r∗的子空间集合 Va ∼ GB 张满Ha

[n]
。

2. 对于任意的 i ∈ [m]，令 V ′
i := V a

i ⊕ (
∑

j∈N (i) Hb
j ⊗ H[n]\{ j })。

接下来，我们只需要验证 V ′张满全空间且 R(V ′) ≤ r∗ + ϵ
2m · 1。因为对于任

意的 j ∈ [n]和 i ∈ N ( j)，Hb
j ⊗ H[n]\{ j } ⊆ V ′

i 且
∑

i∈[m] V a
i = Ha

[n]
，我们有 V ′张满

全空间。同时，对任意的 j ∈ [n]，我们有 dim(Hb
j ) ≤ d∗

j。因此，对任意的 i ∈ [m]，

我们有 R(V ′
i ) ≤ R(V a

i ) +
∑

j∈N (i)

d∗
j

d j
≤ r∗i + n · ϵ

2mn
≤ r∗i +

ϵ
2m。

(b).假设 (GB,r)在 Shearer界之内且 r∗满足 r ≤ r∗ ≤ r+ ϵ
2m · 1。按如下方式

定义 I(GB,r∗)+。如果 (GB,r∗)在 Shearer界之内，令 I(GB,r∗)+ = I(GB,r∗)，否则，

令 I(GB,r∗)+ = 0。我们将证明，对于任意的 d ≥ D和 r′ ≥ r∗+ ϵ
2m ·1，(GB,r′,d)情

形下几乎所有的子空间集合 V ′均满足 R(
∑

i∈[m] V ′
i ) ≥ 1− I(GB,r∗)+ ≥ 1− I(GB,r)，

即可完成证明。

按定理4.5(b)的证明定义 GB
′。令 r′′ = (r′, I(GB,r∗)+)。则由几何化定理，我
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们只需证明存在 (GB
′,≤ r′′,d) 情形下的实例 V ′′ ∪ {V ′′

m+1} 张满全空间 H[n]。对

V ′′ ∪ {V ′′
m+1}的构造类似于本定理 (a)的证明。

1. 按照本定理 (a) 的证明定义 Ha
j 和 Hb

j。因为 dim(Ha
j ) 是 d∗

j 的倍数，由

命题4.4有，存在相对于 Ha
[n]
的相对维度为 (r∗, I(GB,r∗)+) 的子空间集合 Va ∪

{V a
m+1} ∼ GB

′张满空间Ha
[n]
。

2. 对于任意的 i ∈ [m]，令V ′′
i := V a

i ⊕ (
∑

j∈N (i) Hb
j ⊗H[n]\{ j })。令V ′′

m+1 = V a
m+1。

类似于本定理 (a)的证明，容易验证 V ′′ ∪ {V ′′
m+1} 张满全空间 H[n]，对于任意的

i ≤ m，R(V ′′
i ) ≤ r∗i +

ϵ
2m 且 R(V ′′

m+1) ≤ I(GB,r∗)+。 □
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第 5章 对易版本局部引理

令 GB = ([m], [n],EB)为一个给定的相互作用图，r = (r1,r2, · · · ,rm)为一个给
定的相对维度向量。在本章中，不失一般性，我们假设相互作用图 GB 一定是连

通的，且相对维度一定是正数，即 r ∈ (0,1]m。

5.1 对易版本的定义和记号

首先，我们来定义一个二部图的对易内部，对易边界，以及对易版本与抽象

版本有差异。

Ambainis等 (2012)已经证明了子空间的相对维度满足的一系列性质。这里，

我们额外证明一些只有对易子空间才满足的性质。这些性质将在后续的定义和

证明中被隐含地用到。

引理 5.1. 对易子空间 V,W,V1, · · · ,Vn满足如下性质：

(i) 正交补空间的独立性：令V⊥为V的正交补空间，则 R(V |W)+R(V⊥ |W) =

1。因此，如果 R(V ∩ W) = R(V) · R(W)，则 R(V⊥ ∩ W) = R(V⊥) · R(W)。

(ii) 容斥原理：

R

(
n∑

i=1

Vi

)
=

n∑
k=1

(−1)k+1

( ∑
1≤i1< · · ·<ik ≤n

R(Vi1 ∩ · · · ∩ Vik )

)
.

证明. 因为子空间 V,W,V1,V2, · · · ,Vn 对易，则所有这些子空间可以相对于同一

组正交基，{|e1⟩, · · · , |et⟩}，对角化。我们按如下方式定义概率空间 (Ω,F,P)。令

Ω = {|e1⟩, · · · , |et⟩}，F = 2Ω，对每个 i ∈ [n]，令 P(|ei⟩) = 1/t。令 AV = {|ei⟩ :
|ei⟩ ∈ V}，并类似地定义 AW , AV1, · · · , AVn

。则 R(V) = P(AV )，R(W) = P(AW )，

AV∩W = AV ∩ AW，AV+W = AV ∪ AW。且对 AV1, · · · , AVn
，有类似结论成立。因

此，由经典概率论的相关结论，容易验证上述两个性质成立。 □

定义 5.1 (二部图的对易内部). 给定相互作用图GB，定义GB的对易内部，CI(GB)，

为

CI(GB) =
{
r :存在有理向量 r′ ≥ r使得对于任意的对易子空间集合 V，如果

V ∼ GB，且 V 的相对维度为 r′，则 R
( ∑
V ∈V

V
)
< 1始终成立。

}
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对易版本局部引理（CLLL）就是要给出对 CI(GB)的刻画。

以下两个结论，引理5.2和推论5.3，是为了说明我们对对易内部的定义是合

理的。

引理 5.2 (单调性引理). 假设存在相对维度为 R(V) = r的对易子空间集合 V ∼ GB

满足 R
( ∑

V ∈V V
)
= 1。则对于任意的有理向量 r′ ≥ r，存在一个相对维度为

R(V ′) = r′的对易子空间集合 V ′ ∼ GB 使得 R
( ∑

V ′∈V′ V ′) = 1。

变量版本局部引理和量子版本局部引理的单调性是显然的，但对易版本局

部引理要求子空间是对易的，所以单调性没那么显然。这里我们通过增加 qudit

来构造新的对易子空间集合。

证明. 不失一般性，假设 r′ = (r1 + ϵ,r2, · · · ,rm)，V1 作用在 H1 上。因为 r′和 r

都是有理向量，则 ϵ
1−r1 也是有理向量。设

ϵ
1−r1 =

a
b
，其中 a和 b都是整数。设Hc

1

是一个相对维度为 dim (Hc
1) = b的 qudit，令 H′

1 = H1 ⊗ Hc
1，对于任意的 i ≥ 2，

令H′
i = Hi。因此，全空间为

⊗n

i=1H′
i =

⊗n

i=1Hi ⊗ Hc
1。

我们按如下方式构造子空间集合V ′。令V ′
1 = (Hc

1⊗V1)+
(
W ⊗

(⊗n

i=1Hi

) )
，其

中W 是Hc
1 的任意一个维度为 a的子空间。对于任意的 i ≥ 2，令 V ′

i = Vi

⊗
Hc

1。

不难验证，V ′满足引理中的条件。 □

以下是引理5.2的一个直接推论。

推论 5.3. 给定二部图GB = ([m], [n],EB)和有理向量 r ∈ CI(GB)，则 R
( ∑

V ∈V V
)
<

1对于任意的相对维度为 R(V) = r的对易子空间 V ∼ GB 成立。

因此，CI(GB)包含两个集合：一个是有理向量 r的集合，其中 r满足对任

意相对维度为 R(V) = r的对易子空间集合 V ∼ GB 均有 R
( ∑

V ∈V V
)
< 1成立。

另一个是无理向量的集合，这些向量使 CI(GB)变得连续。

定义 5.2 (二部图的对易边界). 二部图 GB = ([m], [n],E)的对易边界，C∂(GB)，定

义为

C∂(GB) =
{
r ∈ (0,1]m :对于任意的 ϵ ∈ (0,1)，(1 − ϵ)r ∈ CI(GB)

且 (1+ ϵ)r < CI(GB)
}
。

我们称 r ∈ C∂(GB)为 GB 的一个对易边界向量。

72



第 5章对易版本局部引理

由上述定义，以下命题是显然的。

命题 5.4. 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)，对于任意的 r ∈ (0,1]m，存在唯一的

λ > 0使得 λr ∈ C∂(GB)。

类似于变量版本局部引理，互斥是关于对易版本局部引理的很多证明的关

键。

定义 5.3 (互斥的对易子空间). 给定二部图GB和对易子空间集合 V，如果 V ∼ GB

且对于任意的 j 和 i ∈ Γj，R(Vi ∩ Vj) = 0，即 Vi ⊥ Vj，我们称子空间集合 V 相

对于二部图 GB是互斥的。在不引起歧义的情况下，我们会省略相对于哪个二部

图。如果我们称某个子空间集合是互斥的，我们默认这个子空间集合是对易的。

考虑二部图的抽象内点 I(GB)和抽象边界 ∂(GB)（定义3.6和3.7）。由定理1.2,

容易验证 I(GB)是一个开集，因此 I(GB) ∩ ∂(GB) = ∅。

对于任意的二部图 GB，容易验证 I(GB) ⊆ CI(GB)。类似于变量版本局部引

理的情况，我们关心抽象边界 ∂(GB)和对易边界 C∂(GB)是否相同。

定义 5.4 (对易版本和抽象版本有差异). 给定二部图 GB 和向量 r ∈ (0,1]m，如果

∂(GB)和 C∂(GB)在这个方向有差异，即存在 λ > 0使得 λr ∈ (CI(GB)∪C∂(GB))\

(I(GB)∪ ∂(GB))，我们称二部图 GB在方向 r上对易版本和抽象版本有差异，否

则我们称 GB 在这个方向没有差异。我们称二部图 GB 对易版本和抽象版本有差

异，当且仅当它在某个方向上对易版本和抽象版本有差异。否则我们称 GB没有

差异。

在本章中，我们提到有差异即是指对易版本与抽象版本有差异。

注. 对差异的另一种自然的定义如下：二部图 GB 在方向 r上对易版本和抽象版

本有差异当且仅当存在 λ > 0使得 λr ∈ CI(GB) \ I(GB)，否则，我们称二部图

GB在方向 r上无差异。此定义仅在如下情况和定义5.4有所不同：存在 λ0 > 0使

得 λ0r ∈ C∂(GB) ∩ CI(GB)但 λ0r ∈ ∂(GB)，λ0r < I(GB)。通俗地说，在方向 r

上，对易边界和抽象边界是相同的，但对易内部和抽象内部却不同。因为此种情

况边界是相同的，在本文中我们将这种情况定义为没有差异。

5.2 对易版本的主要工具

在本节中，我们将给出研究对易版本局部引理的重要工具，主要包含一个对

易版本与变量版本局部引理等价的充分条件以及若干推导规则。

73



关于经典变量、对易与量子版本洛瓦兹局部引理的研究

5.2.1 孤立的 qudit是经典的

在本小节中，我们证明定理5.8，该定理使得我们可以将变量版本局部引理

的很多重要工具推广到对易版本局部引理。

定义 5.5. 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)，如果对于任意的 i1, i2 ∈ N ( j)有N (i1)∩

N (i2) = { j}，我们称右顶点 j ∈ [n]是孤立的。

引理 5.5. 给定二部图 GB = ([m], [n],EB)，如果存在对易的子空间集合 V ∼ GB 张

满全空间，则存在另一个对易的子空间集合 V ′ ∼ GB 张满全空间，其中 V ′满足

R(V ′) = R(V)且对于任意孤立的 j ∈ [n]，Hj 是经典的。

证明引理5.5的主要思路是借助Bravyi和 Vyalyi (2005)的结构引理来刻画对

易的局域哈密尔顿量的结构。

引理 5.6 (结构引理 (Bravyi和 Vyalyi, 2005)). 假设 X ,Y,Z是复欧几里得空间，ΠV

和 ΠW 分别是作用在 X ⊗ Y 和 Y ⊗ Z 上的投影算符。如果 [ΠV ,ΠW ] = 0，则 Y

可以被分解成一些正交的子空间 Y =
⊕

i Yi =
⊕

Yi1 ⊗ Yi2，使得对于任意的 i：

1. ΠV 和 ΠW 保持 Yi；

2. 限制到 Yi 上，ΠV 和 ΠW 仅分别非平凡地作用在 Yi1和 Yi2上。

也就是说，V 可以被分解成 V =
⊕

i V |Yi1 ⊗ Yi2，其中 V |Yi1 ⊆ X ⊗ Yi1，类似的，

W 可以被分解成W =
⊕

i W |Yi2 ⊗ Yi1，其中W |Yi2 ⊆ Yi2 ⊗ Z。

推论 5.7. 在引理5.6的条件下，如果 V,W 张满全空间，则存在仅依赖于 Y 的子空

间W ′ ⊆ W 使得 V,W ′张满全空间。

证明. 因为 ΠV 和 ΠW 保持所有的 Yi，则W,V 张满全空间意味着对任意一个 Yi，

将W 和 V 限制到 Yi 上时，W 和 V 张满 X ⊗ Yi ⊗ Z。进一步地，受限的 V 和W

不共享任何 subqudit，因此，受限的 V 和W 中有一个是 X ⊗ Yi ⊗ Z。令 S = {i :
将W 限制在 Yi 上时是 X ⊗ Yi ⊗ Z}，令W ′ =

⊕
i∈S X ⊗ Yi ⊗ Z。容易验证，W ′

满足本推论的要求。 □

现在，我们来证明引理5.5。

对引理5.5的证明. 不失一般性，假设右顶点 j ∈ [n] 是孤立的，且 N ( j) = [k]。

通过迭代使用引理5.6，可以将 Hj 分解成若干个切片，且每个切片 Hjl 由 k 个

subqudit，Hjl1 ⊗ Hjl2 ⊗ · · · ⊗ Hjlk，组成，使得对于任意的 i ∈ [k]，Vi 限制到每

74



第 5章对易版本局部引理

个切片上时只依赖于 Hjli。由推论5.7，不难验证，每个受限的 Vi 可以由一个平

凡地作用在相应切片里的 subqudit上的子空间 V
′′

i 替换，且得到的子空间集合依

然张满全空间。换句话说，Hj 通过适当地旋转可以变成经典的。注意到 R(V
′′

i )

可能比 R(Vi)小，类似于引理5.2的证明，通过适当添加 qudit，我们可以得到一

个新的相对维度为 R(V ′) = R(V)的子空间集合 V ′ ∼ GB 张满全空间，且保持Hj

是经典的。 □

接下来的定理是引理5.5的直接推论。该定理说明了，很多最常见的二部图，

其变量版本和对易版本局部引理的紧的条件是相同的。

定理 5.8. 给定二部图GB，如果其所有的右顶点都是孤立的，则 CI(GB) = VI(GB)。

5.2.2 推导规则

在第3章中，我们建议了一系列推导规则，利用这些推导规则，我们可以从

一个二部图变量版本与抽象版本有差异/无差异，推导出另一个二部图有差异/无

差异。由此，我们证明了一系列二部图，特别是组合二部图，是有差异/无差异

的。在本小节中，我们将证明这些推导规则对对易版本局部引理也适用，并利用

这些推导规则证明，树的对易版本与抽象版本是无差异的。

在第3章中，我们定义了六种对二部图上的基本操作及它们的逆操作，分别

是删叶子变量，删叶子事件，复制事件，复制变量，删事件，删边。接下来的定

理将刻画这些操作如何影响对易版本与抽象版本是否有差异。

定理 5.9. 一个二部图 GB对易版本与抽象版本有差异，当且仅当它在应用了删叶

子变量，删叶子事件，复制事件，复制变量及这些操作的逆操作之后依然是有差

异的。

定理 5.10. 一个对易版本与抽象版本无差异的二部图在应用了删事件操作和删边

的逆操作之后依然是无差异的。

定理 5.11. 一个对易版本与抽象版本有差异的二部图在应用了删边操作和删事件

的逆操作之后依然是有差异的。

上述几个定理的证明与定理3.26，3.27，3.28类似，这里略去。

借助推导规则可以证明，如果一个二部图是树，则这个二部图对易版本和抽

象版本无差异。树二部图，如一维的链 (Movassagh等, 2010)和正则树 (Shearer,

1985; Heilmann和 Lieb, 1972; Coudron和 Movassagh, 2012; Sattath等, 2016)，得

到了大量学者的关注。
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定理 5.12. 如果二部图 GB 是一棵树，则 GB 对易版本和抽象版本无差异。

定理5.12与定理3.32的证明类似，这里略去。另外，因为 I(GB) ⊆ CI(GB) ⊆
VI(GB)，定理5.12也可以看作是定理3.32的直接推论。

5.3 树的边界

在第3.5节和上一节中，我们已经证明树的抽象、变量和对易版本局部引理

是没有差异的。因为抽象版本局部引理和量子版本局部引理紧的条件是相同的，

因此，树的抽象、变量、对易和量子版本局部引理紧的条件均相同。在本节中，

我们将显式给出这一条件。对于对易版本局部引理，我们的结果还适用于 qudit

的维度给定的情况。

给定树二部图 GB = ([m], [n],EB)及 qudit的维度，不失一般性，我们假设树

根是右顶点。进一步的，我们还假设所有的树叶也是右顶点。之所以可以这样假

设，是因为向二部图中添加右顶点作为叶子，并将相应 qudit的维度设为 1，不

影响二部图的边界。

定理 5.13. 给定树二部图 GB = ([m], [n],EB)，有理向量 r和整数向量 d，对 GB中

的任意顶点 k，令 Ck 为 k 的孩子节点的集合。则 (GB,≤ r,d)情形下的所有对易

子空间集合均是无忧的当且仅当存在 q = (q1, ...,qn)满足 qj < dj 且

qj =


0 如果顶点 j是 GB 的叶节点,∑

i∈C j
⌊ri · dj ·

∏
j′∈Ci

d j′

d j′−qj′
⌋ 否则.

(5.1)

证明. 我们对 GB 中左顶点的数目进行归纳。

归纳基础：二部图中只包含一个左顶点时定理显然成立。

归纳假设：定理对所有左顶点数不超过 m − 1个的二部图成立。

归纳：考虑包含 m个左顶点的二部图 GB。令 j∗ 表示一个后代中的右顶点

都是叶节点的右顶点，即 j∗到叶节点的距离不超过 2。

必要性：假设不存在满足条件的向量 q。对 GB 中的任意顶点 j，令 Tj 表示

以右顶点 j 为根的子树。因为对于 GB 的任意叶节点 j，可以直接将 qj 设为 0，

使得 qj < dj 成立。则一定存在着某个右顶点 j ′，满足如下条件：当按照 (5.1)定

义向量 q时， j ′的后代中的右顶点均满足 qj < dj，但 qj′ ≥ dj′ 且 j ′要么是 j∗的

祖先，要么是 j∗本身。

依据 j ′是否是 j∗，我们分两种情况讨论：
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情况一： j ′ = j∗。我们有 qj∗ =
∑

i∈C j∗ ⌊ridj∗
∏

j∈Ci
d j

d j−qj
⌋ =

∑
i∈C j∗ ⌊ridj∗⌋ ≥

dj∗。因此，存在对易子空间 {Hi
j∗}i∈C j∗ 满足 Hi

j∗ ⊆ Hj∗,dim(Hi
j∗) = ⌊ridj∗⌋ 且⊕

i∈C j∗
Hi

j∗ = Hj∗。对每一个 i ∈ Cj∗，令 Vi 为 Hi
j∗ ⊗ H[n]\j∗。因此，我们有

R(Vi) = ⌊ridj∗⌋/dj∗ ≤ ri 且 {Vi}i∈C j∗ 张满H[n]。

情况二：j ′ , j∗。我们有 qj∗ < dj∗。将Hj∗分解成两个正交的子空间Ha
j∗⊕Hb

j∗，

其中 dim(Ha
j∗) =

∑
i∈C j∗ ⌊ridj∗⌋，dim(Hb

j∗) = dj∗ − dim(Ha
j∗)。因为 dim(Hb

j∗) > 0，

则这样的正交分解是存在的。令 S ⊂ [n]为 (Tj′ \ Tj∗) ∪ { j∗} 中的右顶点的集合。
令 H′

j∗ = Hb
j∗。对于任意的 j ∈ S \ { j∗}，令 H′

j 为 Hj。令 d′ 为 H′
S 的维度向

量。令 T ′ 为 GB 在 (Tj′ \ Tj∗) ∪ { j∗} 中的顶点上的诱导子图。令 r′ 为 T ′ 中的左

顶点对应的相对于空间 Hb
j∗ ⊗ H[n]\j∗ 的相对维度。设 T ′ 中的某个左顶点 i 对应

的相对于 H[n] 的相对维度为 ri。如果 j∗ ∈ Ci，令 r ′
i = ridj∗/ dim(Hb

j∗)，否则，

令 r ′
i = ri。令 q′ 为按照 (5.1) 依据 T ′,r′,d′ 算得的向量。则 q′

j∗ = 0。我们有

d ′
j∗ −q′

j∗ = dj∗ −
∑

i∈C j∗ ⌊ridj∗⌋ = dj∗ −qj∗。因此，容易验证，对于任意的 j ∈ S \ { j∗}，

q′
j = qj 成立。由归纳假设，存在 (T ′,≤ r′,d′)情形下的对易子空间集合 V ′张满

Hb
j∗ ⊗ H[n]\j∗。进一步的，类似于情况一，我们可以构造相对维度满足 R(Vi) ≤ ri

的对易的子空间集合 {Vi}i∈C j∗ 张满 Ha
j∗ ⊗ H[n]\j∗。因此，V = V ′ ∪ {Vi}i∈C j∗ 张满

H[n]。

充分性：假设 (GB,r′,d)情形下的对易子空间集合 V 张满H[n]，其中 r′ ≤ r。

因为 GB的所有右顶点都是孤立的，不失一般性，我们假设 V 中的所有子空间都

可以相对于标准计算基对角化。令 V ′表示 (GB \Tj∗)∪ { j∗}中的左顶点对应的子

空间集合。同时，我们假设 dj∗ −
∑

i∈C j∗ ⌊r ′
i dj∗⌋ > 0，否则 qj∗ =

∑
i∈C j∗ ⌊r ′

i dj∗⌋ ≥ dj∗，

我们有结论成立。

对于任意的 i ∈ Cj∗，令Hj∗(i)为由集合 {|e⟩ ∈ Hj∗ : |e⟩ ⊗H[n]\j∗ ⊆ Vi}中的向
量张成的空间。容易验证，dim(Hj∗(i)) ≤ ⌊r ′

i · dj∗⌋。令 Hc
j∗ 为 (

⊕
i∈C j∗

Hj∗(i))在

空间 Hj∗ 中的正交补空间，则 dim(Hc
j∗) ≥ dj∗ −

∑
i∈C j∗ ⌊r ′

i dj∗⌋。因为 V 张满 H[n]，

我们有 V ′张满Hc
j∗ ⊗ H[n]\j∗。

令Hd
j∗为Hc

j∗的某个可以相对于标准计算基对角化的维度为 dj∗−
∑

i∈C j∗ ⌊r ′
i dj∗⌋

的子空间。对于任意的V ′
j ∈ V ′，令V ′′

j = V ′
j∩(Hd

j∗⊗H[n]\j∗)。令V ′′ = {V ′′
j : V ′

j ∈ V ′}。
令 S ⊂ [n] 为 (GB \ Tj∗) ∪ { j∗} 中的右顶点的集合。令 H′

j∗ = Hd
j∗，对于任意的

j ∈ S \{ j∗}，令H′
j为Hj。令 d′为H′

S的维度向量。令 r′′为 V ′′
相对于Hd

j∗ ⊗H[n]\j∗

的相对维度。即设 i∗为 j∗的父节点。令 r
′′

i∗ = r
′

i∗ ·
d j∗

d′
j∗
。对于 GB \ (Tj∗ ∪ {i∗})中的

左顶点 i，令 r
′′

i = r
′

i。容易验证，对于任意的 j ∈ S \ { j∗}，依据 T ′,r′′,d′算得的
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qj 和依据 GB,r′,d算得的 qj 是相同的，即要么值相等，要么同时无定义。

因为 V ′张满Hc
j∗ ⊗H[n]\j∗，我们有 V ′′

张满Hd
j∗ ⊗H[n]\j∗。由归纳假设，我们

有存在 j ∈ S \ { j∗} 满足依据 T ′,r′′,d′算得的 qj 无定义，则依据 GB,r′,d算得的

qj 也无定义。不难验证，依据 GB,r,d算得的 qj 也无定义。 □

由定理5.13，我们有如下定理。

定理 5.14. 给定树二部图 GB = ([m], [n],EB)，我们有 VI(GB) = CI(GB) =

QI(GB) = I(GB)。对于任意的 r ∈ (0,1)m，r ∈ I(GB)当且仅当存在向量 q ∈ [0,1)n

满足：如果 j 是二部图 GB 的叶子，则 qj = 0，否则，对于非叶子的右顶点 j，

qj =
∑

i∈C j
ri ·

∏
k∈Ci

1
1−qk。

注意，上述定理不是定理1.2的直接推论。定理1.2中关于独立集多项式的方

程组往往很难求解，而由定理5.14，我们可以高效地计算出树二部图的边界。

5.4 包含圈的二部图有差异

在本节中，我们将证明很多二部图对易版本和抽象版本有差异。

一个简单的观察是，如果二部图 GB变量版本与抽象版本无差异，则其对易

版本也和抽象版本无差异。因此，由第3章的相关结论，我们有如下推论。

推论 5.15. 对于任意的 n ≥ 4，Gn,n−1的对易版本与抽象版本无差异。

推论 5.16. 对于任意的常数 m，当 n足够大时，Gn,n−m对易版本与抽象版本无差

异。

另一方面，可以证明，所有的圈二部图对易版本与抽象版本有差异。不失一

般性，我们可以假设圈二部图的任何两个相邻的左顶点只同一个公共的右顶点

相连，即所有的右顶点都是孤立的。由定理5.8，我们有所有的圈二部图的变量

边界和对易边界是相同的。因此，由定理3.33我们有如下推论。

推论 5.17. 所有的圈二部图对易版本和抽象版本有差异。

同时，由定理5.8和3.17，我们还可以得到圈二部图的对易边界。这里略去。

类似于推论3.34，借助于推导规则，我们可以证明如下结论：

推论 5.18. 所有包含圈二部图的二部图对易版本与抽象版本有差异。
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如果一个二部图的基图不是弦图，则该二部图中一定包含一个圈二部图。因

此，由定理5.14和推论5.18，我们有如下结论。

推论 5.19. 给定一个二部图，如果该二部图是树，则其对易版本与抽象版本无差

异。否则，如果其基图不是弦图，则其对易版本与抽象版本有差异。
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第 6章 总结与展望

6.1 本文总结

在本文中，我们给出了变量版本和量子版本局部引理的紧的条件，并对一部

分二部图，给出了对易版本局部引理的紧的条件。同时，我们还定性的研究了抽

象版本、变量版本、对易版本和量子版本局部引理是否有差异。我们证明了对于

任意的二部图 GB，I(GD(GB)) = QI(GB) ⊆ CI(GB) ⊆ VI(GB)。且存在二部图

GB，使得 QI(GB) ⊂ CI(GB)。

对于变量版本局部引理，我们还显式地给出了两类二部图，即树和圈，的变

量边界。同时，我们给出了二部图抽象版本和变量版本局部引理相同的充分必要

条件，并借助该条件证明了，如果一个二部图是树，则其抽象版本和变量版本局

部引理相同，如果一个二部图的基图不是弦图，则其抽象版本和变量版本局部引

理不同。这一结果验证了人们长久以来的猜测，即一般而言，变量版本局部引理

与抽象版本局部引理是不同的。我们还从依赖图出发研究了变量版本与抽象版

本是否有差异。从而解决了Kolipaka和 Szegedy (2011)提出的开放问题。

对于对易版本局部引理，我们还证明了对于一大类二部图，变量版本与对易

版本局部引理的边界是相同的。同时，对于二部图是树的情况，我们针对不同的

qudit维度计算了局域哈密尔顿量的对易边界。

6.2 未来工作展望

针对本文中尚未完全解决的开放问题，我们有如下四个可能的研究方向。

二部图的对易边界 关于对易版本局部引理，还有如下两个问题没有完全解决：

问题 1. 对任意一个二部图 GB，给出 CI(GB)的精确刻画。

问题 2. 是否存在二部图 GB，使得 CI(GB) ⊆ VI(GB)。

解决这两个问题能进一步帮我们理解对易的能力，并回答从局部引理的角

度而言，对易和经典是否存在差异。同时，也将为研究对易局域哈密尔顿量的可

满足性问题提供新的工具。
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量子版本局部引理中 qudit维度的下界 我们在定理4.5中证明了 Shearer界对量

子版本局部引理是紧的。即如果 (GB,r)超出了 Shearer界，则一定存在同 GB 一

致的，相对维度为 r的局域哈密尔顿量可以张满整个空间。但我们所构造的局域

哈密尔顿量作用的 qudit的维度非常大。则我们有如下问题：

问题 3. 给定二部图 GB 和有理的相对维度向量 r满足 r < QI(GB)。求最小的 d，

使得存在 (GB,r,d)情形下的实例张满全空间。

定量刻画局部引理的边界 在本文中，我们着重于对二部图的变量、对易和量子

边界进行定性地刻画。同时，我们也只是定性地讨论了不同版本的局部引理之间

是否存在真包含关系。对相关问题的定量刻画涉及得较少。

问题 4. 给定一个二部图 GB 和向量 r，计算 λV ,λC ,λQ 使得 λQr ∈ Q∂(GB), λCr ∈
C∂(GB), λVr ∈ V∂(GB)。

问题 5. 给定一个二部图GB和向量 r，计算 λV−λC和 λC−λQ，其中 λQr ∈ Q∂(GB),

λCr ∈ C∂(GB), λVr ∈ V∂(GB)。

由定理3.47，我们有对任意一个二部图 GB 和向量 r计算 λV 是 #P-难的。因

为我们在证明定理3.47时构造的事件集是互斥的，则不难验证，定理3.47的证明

可以向对易和量子的情形推广。因此，对任意一个二部图 GB 和向量 r计算 λQ
和 λV 也是 #P-难的。但对某些图，还是可以尝试计算 λV ,λC 和 λQ。

对 λV ,λC 和 λQ 进行定量计算，将有助于这些局部引理的紧的条件得到更多

的应用。对 λV − λC 和 λC − λQ 进行定量计算，能对这些局部引理的差异给出定

量刻画。He等 (2019)针对对称的概率向量，即 r = 1的情况，给出了 λC − λQ的

首个非平凡的下界。如何得到更紧的下界，还需要考虑。

局部引理的算法化 我们证明了对于很多二部图，变量版本局部引理可以超出

Shearer界。因为 Moser-Tardos算法针对的是由变量生成的事件系统，则我们有

如下问题：

问题 6. 对于某些二部图 GB，Moser-Tardos算法在 Shearer界之外是否也是高效

的。

类似的，我们证明了对于很多二部图，对易版本局部引理可以超出 Shearer

界。则我们有如下问题：

82



第 6章总结与展望

问题 7. 对于某些二部图 GB，Gilyén和 Sattath (2017)的算法对于对易的局域哈

密尔顿量在 Shearer界之外是否也是高效的。

洛瓦兹局部引理，尤其是构造性局部引理同采样存在着深刻的联系。如

第2.2节所述，很多构造性局部引理的算法都是基于采样的。同时，在局部引理成

立的范围内，当问题本身满足一定的互斥性质时，Moser-Tardos算法可以用于均

匀采样，且该算法的期望运行时间有精确的数学表示 (Guo等, 2017; Guo和 He,

2018)。则我们有如下问题：

问题 8. 在局部引理成立的范围内，如何对局域哈密尔顿量或对易的局域哈密尔

顿量均匀采样。
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